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主成分回归的建模策略研究
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  摘   要:分析了国际上通用的主成分回归的工作原理和失效原因.在此基础上,提出

一种新的主成分回归建模策略:①提取所有主成分建立模型;②删除模型中t检验不显著的成

分;③用t检验显著的成分建立最终需要的模型.由于任一主成分的回归系数和t检验值以及

与其余主成分无关.因此,当采用向后删除变量法时,如果有多个成分t检验不显著,则可以将

它们同时删除,而无须逐个删除.采用仿真案例对所提出的方法的合理性进行验证.这种新的

建模策略可以有效地提取对因变量有较强解释作用的成分,实现在自变量多重相关条件下的

回归建模,并且允许在模型中包含所有的原始变量.此外,该方法的成分筛选过程简便,累计计

算误差小于偏最小二乘回归等迭代算法.
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Abstract:Whenthemechanismandthereasonoffailureoftheclassicalprincipalcomponentsre-
gressionwereanalyzed,anewstrategyofPCRmodelingwaspresentedas:①derivingallcomponents
andmodelingwithallthesecomponents;②excludeallcomponentswhichwerenotsignificantint-
test;③modelingwiththecomponentswhichweresignificantint-test.Provedtheregressioncoeffi-
cientandthet-testvalueofanyprincipalcomponentwereunrelatedtotheotherprincipalcompo-
nents.Itwasinsuredthat,whenapplyingbackward-deletevariableslaw,allthevariableswhichwere
notsignificantint-testtestcouldbedeletedtogetheratthesametime.Itwasnotnecessarytodelete
themgradually.Asimulationstudywasgiventoprovethevalidityofthestrategy.Theresearchindi-
catesthatthesuggestedstrategycaneffectivelyderivecomponentswhichareexplainabletodependent
variables.Modelingundertheconditionofmulticollinearityisenabled,andalltheindependentvaria-
blescanbeincluded.Theprocessofsuggestedvariablesselectionmethodissimple,andtheaccumu-
latederrorissmallerthanthatofpartialleast-squaresregression.
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  在工程技术、经济管理等研究领域,多元线性

回归是应用最为广泛的量化分析技术之一.长期

以来,自变量集合中的多重相关性问题却始终是

该方法在应用中最主要的限制.为了较完备地描

述和分析系统,分析人员往往倾向于比较周到地

选取有关的指标.而这样构成的多变量系统常常

存在严重的多重相关性,导致最小二乘估计方法

(OLS,OrdinaryLeast-Square),严重地扩大模型

误差并破坏模型的稳健性.
为了突破这一约束,一个方法是删除不太重



要的相关性变量.然而,在多重相关性十分严重的

情况下,常用的变量筛选方法所得结论的准确性

和可靠性都会受到影响.另一个方法是岭回归分

析[1-2].岭回归估计量的质量取决于偏倚系数c
的选取.但偏倚系数c的选取尚无标准的决策准

则,只能凭经验判断.
主成 分 回 归 (PCR,PrincipalComponents

Regression)的原理是用主成分分析提取的主成

分与因变量回归建模.由于提取成分时没有考虑

到与因变量的联系,因此经常出现主要成分对因

变量的解释性不强的情况.
针对PCR的缺陷,文献[3]中提出了偏最小

二乘回归(PLSR,PartialLeastSquaresRegres-
sion)方法.该方法通过迭代算法在自变量集合中

逐步提取成分,使其一方面尽可能多地携带自变

量集合中的变异信息,同时又对因变量有很强的

解释能力[4-7].然而,近年来的理论和实践研究都

表明,PLSR的成分提取和参数估计依然会受到

自变量严重多重相关性的影响[8-9].此外,其迭代

算法容易产生较大的累计计算误差[10].作为一种

较复杂的回归方法,它也不易被各领域应用人员

广泛熟悉和使用.
本文系统分析了经典主成分回归的工作原理

和失效原因.并提出一种新的建模策略.与PLSR
方法相比,方法可以有效地处理多重相关性问题,
并且计算简便、累计计算误差小,容易被熟悉经典

多元分析的应用人员接受.

1 PCR的原理和失效原因

为方便起见,设所有的自变量都是标准化的.
PCR的工作步骤如下:

1)对p个自变量构成的数据表做主成分分

析,得到主成分Fj∈Rn,j=1,2,…,p.根据选定

的累计贡献率,选取前m 个主成分.后面的主成

分Fm+1,Fm+2,…,Fp由于携带信息量很少,将不

再参与下一步的回归分析.
2)采用OLS方法,做F1,F2,…,Fm 对因变

量y 的多元线性回归,得到

ŷ=β1F1+β2F2+…+βmFm

  3)F1,F2,…,Fm 是x1,x2,…,xp的线性组

合,因此得回归模型:

ŷ=α1x1+α2x2+…+αpxp

  显然,相互直交的主成分F1,F2,…,Fm避免

了在参数估计时使用最小二乘法的困难[11].然
而,PCR一直存在着大量的失效案例.选取的前

m 个主成分对因变量的解释性很差,甚至完全不

能满足回归建模的需要.相反的,后面几个被省略

掉的主成分Fm+1,Fm+2,…,Fp却有可能与因变量

有较高的相关性.这是由于PCR的成分提取只在

自变量集合中进行,没有考虑所提成分是否与因

变量存在相关关系,因此可能提取的第一主成分

概括了自变量集合中的最多信息,但对y的解释

能力却最弱.而在多元回归建模中,提取成分的目

的在于选择对因变量y解释能力最强的成分,并
利用成分的直交性进行OLS建模[11].因此,只要

将全部主成分作为备选变量,采用OLS中的变量

筛选方法,做多元回归,就可以克服PCR的失效

问题.此外,运用全部主成分做多元线性回归,其
变量筛选的过程将更加简单方便.

2 新的PCR的建模策略

定理1 设相互直交的p 个n 维变量F=
(F1,F2,…,Fp)是的中心化变量(即每个变量的

均值为0).自变量F1,F2,…,FP对n 维因变量y
的OLS回归模型中,Fk的回归系数bk和t检验值

tk由Fk和y 唯一确定(1≤k≤p).
证明 记B=(B1,B2,…,BP)为 OLS回归

模型中的回归系数,即B=(F′F)-1F′Y.
记ckk为(F′F)-1矩阵中主对角线上第k行

(或第k列)的元素;E 为回归模型的估计标准误

差.
由于F′iFj=0,∀i≠j,1≤i≤p因此

ckk =1 ‖Fk‖2 (1)
由定理1还可以得到:

bk=ckk·F′ky (2)
根据t检验值的计算公式,得到:

tk=bk E·ckk (3)

  结合式(1)~式(3)可以看出,bk和tk都是由

Fk和y 唯一确定(1≤k≤p).定理1的结论得证.
定理1说明,主成分Fk的回归系数bk和t检

验值tk与其余主成分无关.因此,当采用向后删除

变量法时,如果有多个成分t检验不显著,可以将

它们同时删除.而无须逐个删除.这使得变量筛选

变得简单方便.
定理2 对因变量y与中心化的直交自变量

F1,F2,…,Fp回归建模(模型称为全模型).记Fk

的t检验值为tk(1≤k≤p);再在自变量F1,F2,
…,Fp中任意挑选出包含Fk在内的r 个自变量

(r<p),与因变量y 回归建模(称为子模型).子
模型中,Fk的t检验值为tk′,则必有tk′≤tk 的结
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论成立.
证明 记E 为P 个自变量模型的估计标准

误差,E′为r个自变量模型的估计标准误差.由定

理1得

tk′=bk/ E′·ckk (4)
由r<p可知,

E≤E′ (5)
对比式(3)~式(5),可知tk′≤tk.

定理2的结论得证.
定理2指出,在使用主成分进行回归的过程

中,如果采用向后删除变量法,那么随着模型中的

变量不断减少,所有变量的t检验值都是递减的.
因此,在全模型中t检验不显著的主成分,在子模

型中就更不显著.
根据上面定理1和定理2的结论,给出如下

建模步骤.
1)对标准化的数据表Xn×p=(x1,x2,…,xp)

做主成分分析,提取全部的主成分Fj∈Rn,J=1,

2,…,p;

2)以Fj∈Rn,j=1,2,…,p 为自变量,对因

变量y做OLS回归;

3)在全模型中一次删除所有t检验不显著

(不能通过t检验)的变量.记通过t检验的r个自

变量为Fi1
,Fi2
,…,Fir

;

4)以Fi1
,Fi2

,…,Fir
为自变量,对因变量y

做OLS回归.如果在Fi1
,Fi2
,…,Fir

中有的变量

不能通过t检验,则重复第3)和4)步,直至所有

模型中的自变量全都通过t检验,从而得到最终

模型;

5)记最终模型中的自变量为

F(1),F(2),…,F(s)  s≤p
即 ŷ=β1F

(1)+β2F
(2)+…+βsF(s)

  由于成分F(1),F(2),…,F(s)是x1,x2,…xp 的

线性组合,可以得到回归模型:

ŷ=α1x1+α2x2+…+αpxp

  如果在步骤3)中,遇到全部的p个主成分都

不能通过t检验的情况,则说明主成分回归的方

法失效.需尝试其它的建模方法,例如岭回归,

PLSR等;或者考虑采用其它变量作为自变量.

3 仿真案例分析

为验证本文提出的建模策略,采用采用的一

个化工方面的数据进行仿真案例研究[7].为了说

明论文的研究主题,使用了该数据中的自变量集

合,如表1所示,再根据仿真分析的目的构造因变

量y.在这个自变量集合中存在着高度相关性.其
中,x1与x3的相关系数接近1.

表1 化工案例原始自变量

样本 X1 X2 X3 X4 X5 X6

1 0 0.23 0 0 0 0.74
2 0 0.1 0 0 0.12 0.74
3 0 0 0 0.1 0.12 0.74
4 0 0.49 0 0 0.12 0.37
5 0 0 0 0.62 0.12 0.18
6 0 0.62 0 0 0 0.37
7 0.17 0.27 0.1 0.38 0 0
8 0.17 0.19 0.1 0.38 0.02 0.06
9 0.17 0.21 0.1 0.38 0 0.06
10 0.17 0.15 0.1 0.38 0.02 0.1
11 0.21 0.36 0.12 0.25 0 0
12 0 0 0 0.55 0 0.37

  从表2可以看出,对自变量集合进行主成分

分析后,前3个主成分F1,F2,F3 的累计贡献率

已经高达92.04%,几乎概括了绝大部分原始变

量中的变异信息.而F5和F6携带的信息很少,它
们的贡献率仅为0.003% 和0.001% .

表2 主成分的贡献率

成分 特征值 贡献率 累计贡献率

1 3.411 56.850 56.850
2 1.540 25.671 82.522
3 0.571 9.518 92.040
4 0.477 7.957 99.997
5 0.000 0.003 99.999
6 0.000 0.001 100.000

  现将因变量y设计成主成分的线性组合:

y=b1×F1+b2×F2+…+b6×F6+ε(7)
其中,b5,b6分别取0.8,0.9;而b1~b4的取值依次

为0.008,0.01,0.012,0.014,ε~N(0,0.1).
如表3所示,F5和F6与因变量的相关性远远

高于其他主成分.从表4中可以发现,采用全部6
个主成分建立回归模型,只有F5,F6能够通过t
检验,而前4个主成分F1,F2,F3,F4都不能通过t
检验.

表3 各主成分与因变量的相关系数

成分 F1 F2 F3 F4 F5 F6

与y相关系数 0.028 0.016 0.011 -0.0040.674 0.737

表4 用所有主成分建立的全模型的检验

成分 回归系数 t检验值 显著系数

F1 0.028 2.485 0.056
F2 0.016 1.359 0.232
F3 0.011 0.974 0.375
F4 -0.004 -0.350 0.741
F5 0.674 58.991 0.000
F6 0.737 64.469 0.000

  删除F1,F2,F3,F4,仅以F5,F6为自变量对

因变量回归建模,得到的最终模型的复测定系数
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和调整的复测定系数均为0.998,F 检验值等于

2438.1,显然通过F 检验.表5给出该模型的回

归系数和t检验值.
将表4中各主成分的回归系数与公式(7)中

的系数进行比较,可以看出,回归模型与因变量的

设计相符.
表5 以F5,F6建立的最终模型

变量 回归系数 t检验值 显著系数

F5 0.674 47.140 0.000
F6 0.737 51.517 0.000

  得到y关于x 的模型为:

y=88+90.2x1+361.3x2+213.7x3+
469.3x4+109.4x5+566.2x6

  如图1所示,该模型的拟合效果比较理想.

图1 观测值与拟合值的比较图

4 结 束 语

主成分回归曾经是用于克服多重相关性的一

种常用建模方法.但,它在提取成分时没有考虑与

因变量之间的联系.本文分析了主成分回归的工

作原理和失效原因,在此基础上,提出一种新的建

模策略,并采用仿真数据对所提出的方法进行验

证.理论研究和仿真分析表明,这种新的主成分建

模策略可以有效地实现在自变量严重多重相关条

件下的回归建模,而且允许在模型中包含所有的

原始变量.由于该方法采用非迭代算法,因此其累

计计算误差显然会小于偏最小二乘回归.此外,在
新的策略下,成分筛选的过程非常简便,计算效率

明显高于OLS的变量筛选方法.
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