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离散数学中与量词有关的推理规则
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  摘   要:清楚地叙述了自然推理系统中的存在量词消去规则和全称量词引

入规则满足的条件,而这些条件在许多离散数学教科书中叙述得相当含糊.与某些教

科书中存在量词消去规则只能用于无自由变元的公式不同,按照本文给出的条件,存
在量词消去规则也可以用于有自由变元的公式,因而增强了系统的推理能力.引进了

解释之间和赋值之间关于公式集的等价性,从而证明了系统是可靠的,即一个证明中

的结论是其前提的逻辑推论.
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  在许多离散数学教科书[1]~[5]所使用的一阶

逻辑自然推理系统中有四条关于量词的推理规

则,即全称量词引入规则、全称量词消去规则、存
在量词引入规则、存在量词消去规则.在全称量词

引入规则和存在量词消去规则中,结论不是前提

的逻辑推论.因此,使用它们时要十分小心,稍有

不慎就会得出错误的结果.在某些数理逻辑教科

书[6]中给出了更为严格的自然推理系统.但是,这
些系统不如离散数学教科书中给出的系统直观,
不易为计算机专业本专科学生理解.为了既保留

推理系统的直观性,又消除系统的不严格性,本文

将给出使用这四条推理规则必须满足的条件,并
证明该自然推理系统的可靠性.
1 自然推理系统

一阶语言使用的符号、项和公式的定义、一阶

语言的语义、一个项t对于一个公式A 中的变元

x 可代入等概念及有关名词,请参阅文献[7],本
文不再赘述.为方便起见,把常元称为0元函数符

号,把函数符号和谓词符号统称为非逻辑符号.如
果变元x是公式集Γ 中的某个公式的自由变元,
则称x为Γ 中的自由变元.从变元集到解释I的

论域DI 的函数称为I中赋值.若v是解释I中赋

值,d是I的论域DI 中的元素,将变元x 的值改

为d 后由v 得到的I 中赋值记为v[x/d].用A
[x/t]表示用项t代入公式A 中变元x 的所有自

由出现后得到的公式.公式A 在解释I 和I 中赋

值v 下所代表的命题记为I(A)(v),若它是真命

题,则记为I(A)(v)=1.如果对于公式集Γ 中的

每个公式A,I(A)(v)=1,则称I和v 满足Γ.若
公式A1∧…∧An→B 是永真式,则称B 是A1,
…,An 的逻辑推论,记为A1,…,An⊨B.

本文所讨论的自然推理系统的推理规则为:
前提引入规则、置换规则、假言推理规则、附加规

则、化简规则、拒取式规则、假言三段论规则、析取

三段论规则、合取引入规则、构造性二难规则以及

四个有关量词的规则.本文只列出四个有关量词

的规则,其余规则可参见文献[8].
1)全称量词消去规则(简称 UI规则).由

∀xA 推出A[x/t],其中t是对于公式A 中的x
可代入的项.
2)全称量词引入规则(简称UG规则).由A

推出∀xA,其中x不是前提集中的自由变元.
3)存在量词引入规则(简称EG规则).由

A[x/t]推出∃xA,其中t是对于公式A 中的x 可

代入的项.
4)存在量词消去规则(简称 EI规则).由

∃xA 推出A[x/f(y1,…,yn)],其中y1,…,yn

是公式∃xA 中的所有自由变元,f 是在前提、结
论以及证明的前面步骤中均未出现过的n元函数

符号,f(y1,…,yn)是对于A 中的x 可代入的项.
对于存在量词消去规则,需要多解释几句.设

要由前提A1,…,Ak 证明结论B,已证明了m 步

C1,…,Cm,需要用存在量词消去规则由∃xA 推

出A[x/f(y1,…,yn)],这时C1,…,Cm 就是证明



的前面步骤,f 应是在A1,…,Ak,B,C1,…,Cm

中不出现的n 元函数符号.若n=0,即∃xA 中没

有自由变元,则f是0元函数符号,即f 是常元,
被推出的公式是A[x/f].
2 推理系统的可靠性

定义1 设Γ 是公式集,I1 和I2 是解释.如
果I1 和I2 论域相同,即DI1=DI2

,并且对于在Γ
中出现的每个非逻辑符号u,I1 和I2 对于u的解

释都相同即,uI1=uI2,则称I1 和I2 关于Γ等价.
定义2 设I1 和I2 是解释,f 是函数符号.

如果DI1=DI2
,并且对于每个不同于f的非逻辑

符号u,uI1=uI2,则称I1 和I2 除f外等价.
定义3 设Γ是公式集,v1 和v2 是解释I中

的赋 值.如 果 对 于 Γ 中 的 每 个 自 由 变 元 x,
v1(x)=v2(x),则称v1 和v2 关于Γ等价.

引理1 设n是正整数,Γ1,…,Γn 是公式集,

I0,…,In 是解释.如果Ii 和Ii-1关于Γi 等价,i=
1,…,n,则I0 和In 关于∩n

i=1Γi 等价.
证明 由定义1立即得出.
引理2 设A 是公式集Γ 中的公式.如果解

释I1 和I2 关于Γ 等价,并且I1 中赋值v1 和v2
关于Γ等价,则I1(A)(v1)=I2(A)(v2).

证明 对A 进行归纳.
引理3 设公式∃xA 中的自由变元为y1,

…,yn,f 是在A 中不出现的n 元函数符号,f
(y1,…,yn)是对于A 中的x 可代入的项,I是解

释.存在与I除f 外等价的解释I′满足:对于I中

每个赋值v,若I(∃xA)(v)=1,则I′(A[x/f
(y1,…,yn)])(v)=1.

证明 定义DI 上的n 元函数g 如下.
对于DI 中任意元素d1,…,dn,设赋值v满

足v(yi)=di,i=1,…,n.定义函数值g(d1,…,

dn)如下:

① 若I(∃xA)(v)=1,则集合{d|I(A)
(v[x/d])=1}非空,取该集合中的某一元素为g
(d1,…,dn);

② 若I(∃xA)(v)=0,则令g(d1,…,dn)=
a,其中a是DI 中某一固定元素.

定义解释I′如下:

DI′ =DI  fI′=g
若u是不同于f 的非逻辑符号,则令uI′=uI.

显然,I′即为满足条件的解释.
定理 若从前提A1,…,An 可证结论B,则

A1,…,An⊨B.
证明 设C1,…,Cm 是从A1,…,An 到B 的

一个证明,记Γ0={A1,…,An},Γi={A1,…,An,

B,C1,…,Ci-1},i=1,…,m.
设解释I和I中赋值v 满足前提集Γ0.
证明:存在解释I0,…,Im 使得I0=I,并且对

于每个i=1,…,m,Ii 和Ii-1关于Γi 等价,并且只

要I中赋值v′和v 关于Γ0 等价,就有Ii(Ci)(v′)

=1.令I0 为I,设i是正整数,I0,…,Ii-1已按要

求取定,则由引理1知,Ii-1和I0 关于Γ1 等价.考
虑如何取Ii,分以下几种情况.

① 设Ci 由前提引入规则得到,即Ci∈Γ0,则
取Ii=Ii-1.对每个与v关于Γ0 等价的I中赋值

v′,由引理2得到Ii(Ci)(v′)=I(Ci)(v)=1.
② 若Ci 由Cj 用 UG规则得到,其中Cj 为

A,Ci 为∀xA,变元x在前提集Γ0 中没有自由出

现,则取Ii=Ii-1.显然,Ii 和Ii-1关于Γi 等价.由
归纳假设知,Ii-1和Ii-2关于Γi-1等价,…,Ij+1和

Ij 关于Γj+1等价.由引理1知,Ii-1和Ij 关于Γj+1

等价,即Ii 和Ij 关于Γj+1等价.设v′是与v 关于

Γ0 等价的赋值.任取 DI 中元素d,因为x 在Γ0

中没有自由出现,所以赋值v′[x/d]与v关于Γ0

等价,故由归纳假设知Ij(A)(v′[x/d])=1.又有

A∈Γj+1,Ii 和Ij 关于Γj+1等价,赋值v′[x/d]与
v′[x/d]关于Γj+1等价,所以Ii(A)(v′[x/d])=
Ij(A)(v′[x/d]).因而得出Ii(A)(v′[x/d])=1.
因此,Ii(∀xA)(v′)=1,即Ii(Ci)(v′)=1.

③ 设Ci 由Cj 用EI规则推出,其中Cj 为

∃xA,Ci 为A[x/f(y1,…,ys)],y1,…,ys 是Cj

中的自由变元,f是在Γi 中不出现的s元函数符

号.因为Cj∈Γi,所以f在Cj 中不出现.由引理3
知,存在与Ii-1除f外等价的解释Ii 满足:对于I
中每个 赋 值v′,若Ii-1(∃xA)(v′)=1,则Ii

(A[x/f(y1,…,ys)])(v′)=1.
任取与v 关于Γ0 等价的I 中赋值v′,因

j<i,由引理1知Ii-1和Ij 关于Γj+1等价,而Cj

∈Γj+1,故Ii-1(Cj)(v′)=Ij(Cj)(v′)=1.因此,Ii

(A[x/f(y1,…,ys)])(v′)=1,即Ii(Ci)(v′)=1.
④ 设Ci 由Ck1

,…,Ckp
用其它规则推出,则

Ck1∧…∧Ckp→Ci 是永真式.取Ii=Ii-1.任取与

v关于Γ0 等价的I中赋值v′.因为k1,…,kp 全都

小于i,所以Ii-1和Ikj
关于Γkj+1

等价,又Ckj∈
Γkj+1

,故Ii-1(Ckj
)(v′)=Ikj

(Ckj
)(v′)=1,j=1,

…,p.而Ii-1(Ck1∧…∧Ckp →Ci)(v′)=1,故
Ii-1(Ci)(v′)=1,即Ii(Ci)(v′)=1.

由上 面 的 证 明 得 出,Im (Cm)(v)=1,即
Im(B)(v)=1.而I和Im 关于Γ1 等价,并且B∈
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Γ1,所以I(B)(v)=Im(B)(v)=1.这就证明了

A1,…,An⊨B.
3 与某些离散数学教科书的比较

在许多离散数学教科书[1]~[5]中对四条有关

量词的推理规则使用时需满足的条件讲得比较含

糊,不够明确.例如,对于使用全称量词引入规则

应满足的条件,是这样说的:当A 对x 的任意取

值都成立,可用全称量词引入 规 则 由 A 推 出

∀xA.这里的“A 对x 的任意取值都成立”含义就

不清楚,并且它是A 的语义性质,放在这里也是

不妥当的.将其改为“x 不是前提集中的自由变

元”,意思就清楚得多,并且这完全是一个语法条

件,不需考虑公式的语义性质.另外,对于使用存

在量词消去规则应当满足的条件,本文规定得也

更明确清楚.
在文献[1]中规定,只有当公式∃xA 中没有

自由变元时才可使用存在量词消去规则推出

A[x/c],其中c是常元.本文规定,即使公式∃xA
中有自由变元,也可使用存在量词消去规则,增强

了系统的推理能力.例如,公式∀x∃yP(x,y)→
∃x∃y∃z(P(x,y)∧P(y,z))是永真式,因此,

∀x∃yP(x,y)⊨∃x∃y∃z(P(x,y)∧P(y,

z)).但是,如果不允许对有自由变元的公式使用

存在量词消去规则,无法证明这个推理的正确性.
下例表明,用本系统可以证明这个推理的正确性.

例 构造下面推理的证明.

前提:∀x∃yP(x,y)
结论:∃x∃y∃z(P(x,y)∧P(y,z))
解

① ∀x∃yP(x,y) 前提引入 
② ∃yP(x,y) ①UI  
③P(x,f(x)) ②EI
④ ∃yP(f(x),y) ①UI
⑤P(f(x),g(x)) ④EI
⑥P(x,f(x))∧P(f(x),g(x))③⑤合取引入

⑦ ∃z(P(x,f(x))∧P(f(x),z)) ⑥EG
⑧ ∃y∃z(P(x,y)∧P(y,z)) ⑦EG
⑨ ∃x∃y∃z(P(x,y)∧P(y,z)) ⑧EG
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RulesofInferenceforQuantifiersinDiscreteMathematics
HEZi-qiang
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Abstract:Theconditionssatisfiedfortheexistentialinstantiationandtheuniversalgeneralization
inthenaturaldeductionsystemaredescribedclear,whereastheyaredescribedrathervaguelyinmany
textbooksondiscretemathematics.Contrastingwiththattheexistentialinstantiationinsometext-
booksisusedonlyforformulaswithoutfreevariables,accordingtotheconditionwegiven,itmaybe
alsousedforformulaswithfreevariablesandtheabilitytoreasonhasincreased.Introducingthee-
quivalencebetweeninterpretationsandtheequivalencebetweenassignmentswithrespecttoasetof
formulas,itisprovedthatthesystemissound,thatis,inaproof,theconclusionisalogicalconse-
quenceofthepremises.
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