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电阻抗成像的加权 Newton�Raphson算法
1)

杜 � 岩 � � 柳重堪 � � 程吉宽
(北京航空航天大学 电子工程系)

� � 摘 � 要 � 利用一个适当的权矩阵对用于电阻抗成像图像重建的 New ton�Raph�
son算法作了改进, 提出了加权 New ton�Raphson算法. 该方法能克服普通 New ton�
Raphson方法重建图像时分辨率不均匀性,这种不均匀性来自反问题的病态以及注

入电流,电极配置,各像素的几何位置等诸多数学物理因素.与普通 New ton�Raphson
算法相比, 加权 New ton�Raphson算法的计算量几乎没有增加,但其图像重建效果却

有明显改善.文中还详细讨论了权矩阵的计算方法.

关键词 � 图像处理; 电阻抗; 断层摄影术; 牛顿型算法; 非线性; 加权; 图像

重建

分类号 � R 814. 49

1 � 问题的提出

电阻抗成像 ( Electrical Impedance Tomogra�
phy 简称 EIT)是近年来一种引人注目的图像重

建新技术.它利用对物体表面的电流、电压的施加

�测量数据来重建物体内部的导电参数(如电阻

率、电容率) ,进而显示出表征该物体内部结构的

图像.其数学模型为

�� ��u = 0 � � � 在  内 (1)

- �
� u
� n �  

= J (2)

u | �  = u
0
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式中 � �为待求的电导率分布,  为物体所在的

空间区域, �  为其边界, u 为未知电势分布函

数, J 为边界电流密度分布函数, u
0
J 为相应的边

界电势分布函数, n 为边界外法线方向, �为梯度

算子. (1)、( 2)式为熟知的 Neumann 问题, ( 1)、

(3)式为熟知的 Dirichlet 问题, 在 �已知时它们

的解都是适定的, 两者都称为 EIT 的正问题; 而

由(1)、(2)、( 3)式反求 �称为 EIT 的反问题. 一

般来说, EIT 的反问题是不适定的[ 1]
,这大大增加

了 EIT 反问题求解的难度.

求解 EIT 反问题,一般要构造适当的迭代算

法通过解大量的正问题来实现. 解正问题时常用

有限元法进行离散化, 在对 �进行离散化时, 有

两种方式逼近 �: 传统的分片常数法和文献[ 2]中

介绍的连续插值逼近法, [ 2]中还指出连续函数逼

近法较传统的分片常数逼近法有许多优越性, 本

文给出的结果均采用连续函数逼近法逼近 �.

经过离散化后, EIT 反问题最终可转化为下

面的非线性最小二乘问题[ 3]
:

min
�

!( �) = min
�

1
2  

p

i= 1

!f i ( �) - vi !y 2
(4)

其中 � p 为电流注入的次数, f i 为第 i 次电流注

入相应的电导率分布到边界电势分布的映射, vi

为相应的边界电压测量值. !� !为向量的 2�范
数.

在求解( 4)式的算法中, New ton�Raphson 类
算法是 EIT 图像重建算法中较著名的一类.本文

提出另外一种改进的 Newton�Raphson算法,它具

有计算简单,计算量基本不增加等优点,数值试验

表明,它较一般的 New ton�Raphson算法有更好的
图像重建效果.

2 � Newton�Raphson类算法

在 EIT 的所有图像重建算法中, Newton�
Raphson类算法是较为著名的,迄今为止, 它们一

直被许多 EIT 研究小组所采用. Youkey T J等人

曾将 New ton�Raphson 算法与当时几种比较流行
的算法作了比较

[ 4]
, 他们得出结论, Newton�

Raphson算法是一种性能优异的算法. 原始的

New ton�Raphson算法本质上是解非线性最小二
乘问题的 Gauss�Newton算法; 其迭代时第 k+ 1

步的修正量公式为
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�∀k+ 1
= - ( J

T
J)

- 1
g( ∀k) (5)

其中 � ∀= �- 1为未知电阻率分布, J 为目标函数

!( ∀)的 Jacobi矩阵, g ( ∀)为其梯度向量. 虽然从

理论上讲计算 ∀与计算 �没有什么区别,但我们

发现计算 ∀要比计算 �效果好一些, 所以本文采

用计算 ∀的方法. 后来, 算法又有许多改进形

式
[ 2, 5, 6]

,它们对原始算法的收敛速度、计算的数

值稳定性都有一定的提高或改善. 如文献[ 2, 5]中

的迭代公式为

�∀k+ 1
= - ( J

T
J + #∃ )- 1

g ( ∀k ) (6)

其中 � ∃ 是正定矩阵, #为阻尼因子.

文献[ 1]中的迭代公式为

%I J

J - v S
是近

x

�∀k+ 1
测量 =

- r

0
表征 (7)

其中 � I 为单位矩阵, %、v 为正常数, S 为一正定

矩阵, x 为一维数适当的向量, r = ( ( f 1 ( ∀
k
) -

v
0
1)

T
, ( f 2 ( ∀

k
) - v

0
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T , ∀, ( f N ( ∀k
) - v

0
N)

T ) T , 即

残差向量.求解( 7)式一般要用迭代法.

值得指出的是, 在确定矩阵 ∃、S 时,有时要

用先验知识,这给一些应用场合带来限制.

本文提出 New ton�Raphson 算法的另外一种
改进形式, 它和普通的 New ton�Raphson 算法相
比,只增加了一个权矩阵,因而称为加权 Newton�
Raphson算法. 权矩阵是可以预先计算的, 所以计

算量增加很少, 数值试验表明,该方法是十分有效

的.

3 � 加权的 Newton�Raphson算法

E IT 的图像重建算法中原始 New ton�Raph�
son算法,其第 k + 1 步迭代时修正量的公式为

(5) ,我们知道 J
T
J 是目标函数 !( ∀)的 Hessian

矩阵的近似,由于一般情况下它接近奇异,所以该

算法的数值稳定性极差,实际应用中一般较少采

用.但我们可以用它来计算本文算法中的权矩阵.

3. 1 � 反问题病态的原因

众所周知 EIT 反问题是病态的,这给 EIT 反

问题的求解带来极大困难.其病态的表现之一就

是各种算法对物体的内部靠近中心处和靠近边界

处的分辨能力的差别:现已知的所有 EIT 图像重

建算法都对物体内部靠近中心处的分辨率低, 对

物体靠近边界处的分辨率高. Newton�Raphson算
法也是如此. 在对 �进行分片常数逼近时, 把每

个(或每几个)独立识别的有限单元称为一个像素

(pixel) ;在对 �进行连续插值逼近时,把每个插值

节点称为一个像素, 该节点的影响域[ 2]的面积称

为相应像素的影响面积.

实践表明, EIT 反问题的病态是由于测量时

的注入电流、电极配置、各像素的几何位置与面积

(或影响面积)不同、各像素间的交叉相关以及介

质的非均匀性等因素引起的. 例如, EIT 在靠近边

界处的分辨率与靠近中心处的分辨率的差异, 就

与注入电流、电极配置、各像素的几何位置与面积

(或影响面积)不同有着明显的关系. 由于电极设

置在物体的表面, 使得靠近边界处单元内的电流

密度明显高于靠近中心处单元的电流密度.这其

中的有些因素是可以消除或部分消除的,本文提

出的加权 New ton�Raphson 算法就是通过适当的
加权措施,来减轻由于测量时的注入电流、电极配

置、各像素的几何位置与面积(或影响面积)不同

对 EIT 反问题的影响, 从而使 New ton�Raphson
算法的性能得到改善.

3. 2 � 利用权矩阵改善 Newton�Raphson算法性能
设想一种简单的情况: 未知电导率分布为均

匀的(但假设事先并不知道) , 即

∀= k (1, 1, ∀, 1) T ( 8)

假如用原始的 Newton�Raphson 算法 (5) 来确定

∀.我们选用均匀的迭代初值 ∀0( ∀0 # ∀) , 这时由

New ton�Raphson算法计算出来的修正量, 当然以

均匀的或接近均匀的为理想. 遗憾的是即使在这

种情况下, New ton�Raphson算法计算出来的修正
量也远非均匀,在高维情况下更是如此,这由简单

的计算即可得知. 这种情况下修正量的非均匀性

是可以通过加权措施来消除或减轻的, 为此,令第

一步修正量公式为

�∀
~ 1

= - S( J
T
J )

- 1
g( ∀0) (9)

其中 � S 为待定权矩阵, 为使 �∀1 均匀, 显然 S

可以取为

S = a � diag
1

�∀11
,

1

�∀12
, ∀,

1

�∀1N
[

(10)

其中 � �∀1i 为由(5)式计算出的 �∀1 的第 i 个分

量, a 为比例因子, | �|表示普通的绝对值.此时 S

明显与介质的非均匀性无关, 而只与测量时的注

入电流、电极配置、各像素的几何位置与面积(或

影响面积)不同等因素有关.

3. 3 � 权矩阵的计算

为了利用权矩阵 S 构造有效的 EIT 图像重

建算法,权矩阵必须易于计算才行, 上面 S 取为
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对角阵正是为了这个原因. (10)式中 S 的计算依

赖于迭代的均匀初值, 由于均匀初值的选取具有

人为因素, 我们希望计算出的 S 与选定的均匀迭

代初值无关,可以证明下面的命题.

命题 � 由( 10)式计算出的权矩阵 S, 在单位

化(指将 S 看作N
2维向量时的单位化)后与均匀

迭代初值的选取及未知均匀分布无关.

证明 � 首先,易于证明 f i ( ∀) ( i = 1, 2, ∀, p )

对 ∀具有正齐次性, 即

f i ( k∀) = kf i ( ∀)

( i = 1, 2, ∀, p ) � ( k > 0) (11)

将所有 f i ( ∀) ( i = 1, 2, ∀, p )组合成一个列向量

F( ∀) , F( ∀)即为所有 p 次电压测量数据组成的

向量,由( 11)式可知 F( ∀)也具有正齐次性.

设

r
0
= k 0(1, 1, ∀, 1)

T
( 12)

记

&
0
= ( 1, 1, ∀, 1)

T
( 13)

则由(5)式得

�∀1 = - (J
T
J)

- 1
g( ∀0) =

[ F
T
( ∀0) F( ∀0) ] - 1

[ F
T
( ∀0

) ] �

[ F( ∀0) - F( ∀) ] =

- [ k
2
0F

T
( &) F( &) ]- 1

[ k 0F
T
( &) ] �

( k 0- k ) [ F( &) ] = - k
3
0( k 0- k) �

[ F
T
( &) F( &) ] [F

T
( &) ] F( &)

由此可知 �∀
1
单位化后与 k 0、k 无关, 从而与均

匀迭代初值的选取及未知均匀分布无关. 由( 10)

式知, S 单位化后与均匀迭代初值及未知均匀分

布无关. 证毕

由此我们得到 S 的算法如下:

1) 任意选取两个均匀电阻率分布 ∀、∀
0
( ∀#

∀
0
) ,以 ∀作为未知电阻率分布模拟边界电压分

布;

2) 以 ∀0 为迭代初值, 按( 5)式计算修正量

�∀1;

3) 按(10)式计算 S, 并选取适当的比例因子

a 使得当把S 看作N
2 维向量时, S 的长度为N .

3. 4 � 加权 Newton�Raphson算法
利用上述方法计算出的 S 对现有的各种

Newton�Raphson算法的修正量进行加权, 就得到

各种加权 New ton�Raphson算法.

4 � 数值试验

我们进行数值试验的有限元模型如图 1 所

示,采用 28电极进行数据采集, 用正弦型电流作

为注入电流,进行全部 27 次独立测量, 真实图像

及重建图像如图 2所示. 从图中的对比可以看出,

加权 New ton�Raphson 算法的图像重建效果明显
优于 New ton�Raphson算法.

图 1 � 计算模型的有限元网格

为了便于对比,图 2的三幅图像采用统一的

灰度卡. 打印图像有 64级灰度, 灰度卡中只给了

其中的 16 级. 电阻率的单位为  �cm. 灰度标只

标出了灰度卡中按从亮到暗第 1及第 61个灰度

所代表的电阻率范围.重建图像未经任何后处理.

� � ( a) 真实图像 � � � � � � ( b) 普通 New ton�Raphson

算法重建图像

� � ( c) 加权 New ton�Raphson � � � � ( d) 灰度卡及灰度标

� � � � � 算法重建图像

图 2� 真实图像及重建图像

应当指出的是,我们进行数值试验的真实电

阻率本身是不连续的(分片常数) ,文献[ 6]指出,

即使在这种情况下, 一般而言,连续函数逼近法也

优于分片常数逼近法. 数值试验使用的迭代公式
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为

�∀
k+ 1

= - S( J
T
J + #∃)

- 1
g( ∀

k
) (14)

其中 � ∃ 取为对角矩阵, 其元素为 J
T
J 的对角

元,迭代次数为 20次,迭代初值是各分量均为 10

的向量.

5 � 结束 语

本文提出了 EIT 为 New ton�Raphson算法的
又一种改进, 即加权 New ton�Raphson 算法, 与普

通 New ton�Raphson算法相比,它只是在每次迭代

的修正量上乘了一个权矩阵, 权矩阵可以在迭代

前计算出来(不占迭代时间) , 因此计算量增加很

少,但其图像重建效果比普通 New ton�Raphson算

法却有较大改善. 我们认为, 这主要是因为加权

Newton�Raphson算法在每步计算修正量时,都部

分地消除了由测量时的注入电流、电极配置、各像

素的几何位置与面积(或影响面积)不同对 EIT

反问题的影响而取得的. 应当指出,本文的加权方

法对整个 New ton�Raphson算法类都是适用的, 它

可以称为加权 New ton�Raphson算法类.
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Weighted Newton�Raphson Algorithm for

Electrical Impedance Tomography

Du Yan � Liu Zhongkan � Cheng Jikuan

( Beijing University of Aeronaut ics and Ast ronautics, Dept . of Elect ronic Engineering)

Abstract � A proper w eight matrix is used to improve the Newton�Raphson algorithm for the elect rical

impedance tomography image reconst ruct ion, and a w eighted New ton�Raphson algorithm is proposed. The

new w eighted algorithm can overcome the defect of bad�distributed resolut ion for reconst ructed image by us�
ing orig inal Newton�Raphson method. T his kind of defect is from ill�condit ion of inverse problem and some

mathemet ical and physical factors such as injecteds current, elect rodes disposit ion, geometrical posit ion of

pixel etc. Compared w ith the simple New ton�Raphson algorithm , the image reconst ructed by the w eighted

one is much bet ter w hile the computation amount is almost not increased. T he algorithm for computat ion of

the w eight matrix is also discussed in detail.

Key words � image processing; elect rical impedance; tomography ; New ton type algorithm; non�lin�
ear; weighted; image reconst ruct ion
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