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压电复合材料壁板颤振的控制
苑凯华　　邱志平

(北京航空航天大学 航空科学与工程学院 , 北京 100191)

　　摘　　　要 : 针对考虑热效应的壁板颤振问题 ,利用 von Karman大变形应变 2位移关系、
气动力活塞理论和准定常热应力理论建立了埋入压电材料的复合材料板颤振的气动弹性力学

模型 ,使用 Bogner2Fox2Schm it单元推导出壁板颤振的非线性有限元方程.将该动力学方程转换

到状态空间模型 ,给出了基于这个非线性模型的最优控制.应用 Runge2Kutta方法在时域内对

一个四边简支的含压电材料的复合材料壁板颤振的控制进行了仿真 ,数值结果证明了该方法

的有效性.
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F lu tte r con tro l o f com po s ite pane ls w ith em bedded p iezoe lec tric m a te ria ls
Yuan Kaihua　Q iu Zhip ing

( School of Aeronautic Science and Engineering, Beijing University of Aeronautics and A stronautics, Beijing 100191, China)

Ab s tra c t: The panel flutter phenomenon with thermal effect was researched. By virtue of von Karmanπs

large deflection p late theory, p iston theory aerodynam ics and the quasi2steady thermal stress theory, the aero2
elastic model of composite panelwith embedded p iezoelectric materialswas established. In nonlinear finite ele2
ment equation the Bogner2Fox2Schm it elementwas adop ted. The dynam ic equations of motion were transformed

into a state space model in order to design controller. An op timal controller based on the nonlinear model was

p resented. The flutter supp ression results in the time domain using the Runge2Kutta method for a simp ly sup2
ported p iezolam inated composite panel subjected to uniform thermal loading was realized. The effectiveness of

the p resent control method was illustrated by simulation solution.

Ke y wo rd s: panel flutter; p iston theory; thermal stress theory; finite element method; p iezoelectric ma2
terials

　　壁板颤振是高速飞行时一种典型的自激振动

现象 ,对壁板颤振的研究始于 20世纪 50年代 ,当

时进行了大量的理论分析和试验研究 [ 1 ]
. 文献

[ 2 ]采用活塞理论计算气动力 ,并提出了求解非

线性颤振方程的 LUM /NTF方法.文献 [ 3 ]对任意

形状的各向同性板在非均匀温度分布场下 ,作了

非线性颤振响应的有限元分析 ,把温度效应以热

应力的形式引入到板结构的动力学方程中.随后

又研究了利用智能材料 ,如压电材料、形状记忆合

金等对壁板颤振进行抑制 [ 4 ]
.首先将压电材料应

用于复合材料梁、板、壳的控制问题的是文献

[ 5 ].对于压电柔性结构的振动控制的研究 ,不仅

有理论的推导和数值模拟计算 [ 6 - 8 ] ,还包括在实

际柔性结构上成功地实现振动主动控制的工

作 [ 9 ] .

本文研究了考虑热效应的壁板颤振问题 ,采

用 von Karman大变形应变 2位移关系、气动力活
塞理论和准定常热应力理论建立了埋入压电材料

的复合材料板颤振的气动弹性力学模型 ,推导出

动力学有限元方程 ,并转换为状态空间表达式 ,通



过对此非线性系统控制律的设计 ,实现了对壁板

颤振的抑制.

1　壁板颤振的有限元模型

壁板颤振的物理模型如图 1所示.

图 1　壁板颤振的物理模型

本文采用 Bogner2Fox2Schm it矩形单元 ,单元

的每个节点有 6个自由度 ,包括两个面内位移

wm = { u, v}
T和 4个弯曲位移 wb = { w, w, x , w, y ,

w, xy }
T
.

对于薄板结构 ,根据 von Karman大变形应

变 2位移关系 ,壁板的应变ε可分解为 3项 :
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　　当飞行器超声速或高超声速飞行时 ,会产生

气动加热 ,气动加热产生的温度效应将极大地影

响壁板的颤振特性 ,当结构处于不均匀的温度场

或者结构变形受到约束时 ,都要产生热应变和热

应力.随着温度的升高 ,这种热诱导的应力对结构

刚度有削弱的作用 ,热应变产生附加刚度 kNΔT;设

壁板周围的温度场均匀升高ΔT,那么热应变为

-ΔTαk.

则壁板第 k层的本构关系为

σk = Q
-

k (ε -ΔTαk - e3k dk ) (2)

式中 , Q
-

k为第 k层的刚度矩阵 ;ε为壁板应变 ;αk

为材料的热膨胀系数 ; e3k为电场强度 ,对于复合

材料层 ,设 e3k = 0; dk为压电常数.

壁板厚度为 h,则壁板的刚度矩阵为

(A0 , B 0 , D 0 ) = ∫
h /2

- h /2

Q
-

k (1, z, z
2 ) dz (3)

式中 , A0为交叉刚度 ; B 0为耦合刚度 ; D 0为弯曲

刚度.

单位长度的热应力和力矩为

(NΔT , MΔT ) = ∫
h /2

- h /2

Q
-

kαkΔT (1, z) dz (4)

　　单位长度的压电应力和力矩为

(Nφ , Mφ ) = ∫
h /2

- h /2

Q
-

k dk e3k (1, z) dz (5)

　　则层合板的内力为

N

M
=

A0 B 0

B0 D 0

ε0

κ
-

NΔT

MΔT

-
Nφ

Mφ
(6)

式中 ,ε0
=ε0

m +ε0θ.

一阶活塞理论的气动力表达式为
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式中 ,气流动压 qa =ρaV
2

/2,ρa为空气密度 , V为

气流速度 ; M a∞为马赫数 ;β = M a
2
∞ - 1;无量纲

气流动压 λ = 2qa a
2

/βD110 ; ga =ρaV (M a
2
∞ - 2 ) /

ρhω0β
3
;ω0 = D110 /ρha

4
; a为来流方向的壁板长

度 ; h为壁板厚度 ; D110 = Eh
3

/ (12 (1 -ν2 ) ) .

由于在颤振分析中采用了大变形的非线性结

构理论 ,考虑了壁板的面内张力 ,面内张力在振动

中起到一种硬弹簧的效应.随着振幅的增大 ,面内

张力使壁板颤振系统的等效刚度增大 ,因此壁板

的响应不会在超过某个临界值后由收敛立即转为

发散 ,这时存在一个速度范围 ;当来流速度在这个

范围中时 ,壁板的振动是等幅振动 ,这是一种非线

性振动 ,响应在相空间中将以一孤立的闭轨形式

出现 ,是极限环振动.极限环振动会影响到壁板结

构的疲劳寿命 ,对飞行器的飞行产生不利的影响.

根据 Ham ilton原理建立起定常温度场下壁

板颤振的有限元方程 :
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式中 , m , g, aa , k分别为质量矩阵、气动阻尼矩阵、
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气动力影响矩阵和线性刚度矩阵 ; n1和 n2为面

内张力产生的非线性刚度矩阵 ,分别是位移的一

次和二次函数 ; kNΔT为热应变产生的附加刚度 ,与

NΔT , MΔT有关 ; kbφ , kmφ , kφ , k1φ为压电材料产生的

刚度 ,与 Nφ , Mφ有关 ; p为温度场引起的附加力

矢量 [ 10 ]
; wφ为外加电压 ;下标 b, m分别代表与弯

曲位移和与面内位移有关的项.

考虑具有对称铺层的复合材料壁板 ,由于

B 0 = 0,则 kmb = k
T
bm = 0, kφb = k

T
bφ = 0, n1φb = n

T
1bφ =

0, k1φ = 0, pbΔT = 0.

壁板结构整体的有限元方程为

MW
··

+ GW
·

+ KW = PΔT - KbφWφ (9)

式中 , K = (λAa + K0 - KNΔT +N 1 /2 +N 2 /3) .

2　壁板的状态空间模型

在壁板颤振的动力学方程中 ,位移矩阵中的

自由度很大 ,非线性刚度矩阵是位移的函数 ,为了

便于实现对此系统的控制 ,有必要将式 ( 9 )转换

到模态空间中 [ 3 ]
.壁板的位移可以表示为

W = ∑
n

r =1
∑
m

s =1
qrs ( t) < rs (10)

式中 , qrs为模态坐标 ; < rs为壁板线性振动的模态

向量.

K0 < rs =μM < rs (11)

　　对于一个矩形壁板 ,当来流沿 x方向时 , y方

向仅取第一阶模态 ,而 x方向可以取前 6阶模态.

在文献 [ 11 ]中 ,已经证明了这种模态综合方法的

正确性和有效性.

位移又可以表示为

W = ∑
6

r =1
qr ( t) < r =Φq (12)

　　非线性矩阵 :

N 1 = ∑
6

r =1
qrN

( r)

1

N 2 = ∑
6

r =1
∑

6

s =1
qs qrN

( rs)
2

(13)

　　通过模态变换 ,由式 (9)得到

q·· + G
～

q· + K
～

q = P
～
ΔT - K
～

bφWφ (14)

式中 ΦT
MΦ = I

ΦT
GΦ = G
～
　　ΦT

KΦ = K
～

ΦT
PΔT = P
～
ΔT　　Φ

T
Kbφ = K
～

bφ

由式 (14)可以得到状态空间模型 :

x· = A x + BWφ + Z (15)

式中

x· =
q

q·
　　A =

0 I

- K
～

- G
～

B =
0

- K
～

bφ

　　Z =
0

P
～
ΔT

3　壁板颤振的控制律设计

上述系统是非线性的 ,用时域方法求解上述

动力学方程时 ,刚度矩阵在每一个时间步都会发

生变化 ,因此要求控制律随时间变化.

首先将矩阵 A中的 K
～
分解为

K
～

= K
～

lim + K
～

1 + K
～

2 (16)

式中 , K
～

lim =λAa + K0 - KNΔT ,是随时间不变的刚

度矩阵部分 ; K
～

1和 K
～

2是随着位移的改变而变化

的刚度矩阵部分 ,是非线性项.

利用线性二次最优控制获得反馈增益 P,这

个反馈增益使得下面的二次型性能指标最小 :

J =
1
2 ∫
∞

0
( x

T
Q x +W

T
φRWφ ) dτ (17)

式中 , Q是正定加权矩阵 ,本文取 Q =
K0 0

0 M
;

R是半正定的加权矩阵.

根据线性最优二次控制的理论 ,反馈增益 P

可以由 R iccati方程得到.

对上述的非线性系统 ,引入全状态反馈最优

控制 [ 12 ]
:

Wφ = - R
- 1

B
T

{ P x ( t) + r ( t) } (18)

式中 , r ( t)满足下面的方程 :

r· ( t) = - (A
T

- PB R
- 1

B
T ) r ( t) - P Z ( t)

r ( tf ) = 0

(19)

式中 , tf =∞;应用边界条件 r ( tf ) = 0, r ( t)可以通

过反向的时间积分求得.

将式 (18)代入式 (15)得

x· = A x - B R
- 1

B
T

P x ( t) - B R
- 1

B
T

r ( t) + Z

(20)

　　更进一步表示为

q·· + ( G
～

- K
～

bφSq·) q· + ( K
～

- K
～

bφSq ) q =

P
～
ΔT - K
～

bφR
- 1

b
T

r ( t) (21)

式中 , [ Sq　S q· ] = R
- 1

B
T

P.

上述控制中考虑了非线性刚度矩阵 ,是基于

非线性模型的控制.
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4　数值算例

考虑在均匀温度场下四边简支的矩形壁板 ,

如图 2所示 ,其中黑色填充部分为铺设在壁板最

顶层和最底层的压电材料的位置.壁板的几何外

形为 a = 0. 3 m, b = 0. 2 m;复合材料板的层数是

8,每层厚 0. 15 mm;层合板的铺迭方式为 [ 0°/

45°/ - 45°/90°]S ,由石墨 /环氧材料制成 ;材料的

主要参数为弹性模量 E1 = 155 GPa, E2 =

8. 07 GPa, G12 = 4. 55 GPa,泊松比ν= 0. 22,热膨

胀系数α1 = - 7 ×10 - 8℃,α2 = 3. 01 ×10 - 5℃,密

度ρ= 1 550 kg/m
3
;压电材料的主要参数为弹性模

量 Ep = 62. 1 GPa,泊松比ν = 0. 3,热膨胀系数

αp = 5. 41 ×10 - 6℃,密度ρp = 7 550 kg/m3
,压电应

力常数 d31 = - 1. 9 ×10
- 10

m /V,电场强度 e3max =

6. 0 ×10
5

V /m.

图 2　壁板颤振模型示意图

表 1给出了当ΔT = 0, 25, 50 ℃时控制前后

壁板发生颤振 ,即开始极限环振动的临界速度.

λ0 ,λcon分别表示控制前后的临界速度.

表 1　控制前后临界速度比较

ΔT /℃ λ0 λcon

0 620 739

25 476 582

50 405 459

图 3　未加控制时的最大位移图

　　用四阶龙格 2库塔法得到在λ = 700,ΔT = 0℃

时的壁板的最大弯曲位移随时间变化的历程 ,此

时壁板发生了极限环颤振 ,如图 3所示 ,相位图如

图 4所示 ,图中 , w / h为无量纲弯曲振动位移 ,

w , t / h为无量纲弯曲振动速度.最大位移点在 x- =

0. 75, y- = 0. 5处 ,无量纲时间τ=ω0 t.当在τ= 4

时开始控制 ,得到位移历程图如图 5所示 ,所施加

的控制力时程图如图 6所示.

图 4　未加控制时的相位图

图 5　τ= 4时刻开始控制后的最大位移图

图 6　τ= 4时刻开始控制的电压时程图

5　结　论

本文考虑了超声速和高超声速下壁板颤振的

非线性力学特性 ,根据 Ham ilton原理建立了壁板

颤振的气动弹性模型 ,应用压电材料作为作动器

和传感器 ,设计了基于上述非线性动力学模型的

控制律 ,并应用 Runge2Kutta数值积分的方法模拟

了控制前后壁板颤振的位移响应.数值模拟表明 ,

对壁板结构施加控制后 ,不仅提高了颤振的临界

速度 ,而且降低了壁板极限环振动的振幅 ,有效地

实现了对壁板颤振的抑制.
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4　结　论

在多层次弹道优化框架中 ,随着系统层次的

增加 ,系统设计变量的增加 ,考虑到系统的复杂

性 ,各层次之间的相互作用耦合 ,将一个层次视为

一个学科 ,多层次弹道优化问题实质上可视为一

个 MDO问题.本文采用了 GSE方法求解多层次

弹道优化问题 ,结合了中制导段弹道优化和末制

导段时间常数设计两个问题 ,采用杀伤概率这一

系统效能指标作为弹道优化的指标 ,从而得到使

整个系统效能最优的优化弹道.通过枚举法的验

证 ,说明 GSE方法求解多层次弹道优化问题是有

效的.而均匀设计和神经网络的应用 ,大大减小了

计算的周期.
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