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基于连续小波变换的飞行器结构模态参数辨识

武晓东 � � 邓忠民
(北京航空航天大学 宇航学院, 北京 100191 )

� � 摘 � � � 要: 给出了一种基于连续小波变换的多输入多输出 M IMO (M ult ip le�InputM u lti�
p le�Ou tput)飞行器结构模态参数的辨识方法.对结构离散运动方程进行连续小波变换建立了

小波域内的系统 AR (Auto Regression)模型, AR模型的系数矩阵决定着系统的动力学特性,可

以通过最小二乘法求得.模态参数可以通过求解由 AR系数矩阵构成的特征矩阵的特征值来

获得.与已有基于小波变换的模态参数辨识方法相比,该方法应用了连续小波的时移共变性和

小波变换的滤波能力来确保辨识的效率. 在辨识过程中,采用优化算法提高了辨识的精度和稳

定性.算例仿真结果表明该方法具有较高的计算精度和稳定性,能用于飞行器结构模态参数的

辨识.
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Modal parameters identification for flight vehicle based on the continuous

wave let transform s

Wu X iaodong � Deng Zhongm in

( School ofA stronaut ics, B eijing U n ivers ity of Aeronau tics and Astronau tics, Bei jing 100191, C hina)

Abstract: A multi�input mu lt i�outpu t (M IMO ) method for ident ify ing flight veh icle structure modal pa�
rameters w as proposed based on the continuous w avelet transforms. The au to regression ( AR ) mode l in the

w ave let doma in w as estab lished by apply ing the continuous w ave let transform to d iscrete equations ofmo tion.

The coeffic ientmatrices of the AR mode,l wh ich determ ine the dynam ic characteristics of the system, w ere

calcu la ted through the least squares approach. Themodal param eters w ere then computed by so lv ing eigenval�
ues o f eigenm atrix constructed by these coe ff icientmatrices. Optim izat ion algo rithm w as used to improv ing ac�
curacy and stab ility o f proposed approach in process o f identifica tion. The advantages of the proposed approach

over the ex itingm ethods o f apply ing the w avelet transform tomoda l param eters identif ication are in use of the

time invariance property and filter ing ability o f the transform to enhance the efficiency o f identif ication. S imu�
lation result show s this method is accurate and stab le and can be used to iden tify flight vehicle structure moda l

parameters.

Key words: wavelet transform s; ident ification; dynam ic responses

� � 模态参数代表了飞行器结构系统振动特性的

主要特征,准确地识别出系统的各阶模态参数对

飞行器结构振动控制有着重要的意义.模态参数

的辨识主要是在时域或频域内进行的,基于频域

的辨识方法实现起来比较简单, 但由于傅里叶功

率谱泄露等问题导致辨识的精度不是很高
[ 1]
, 时

域辨识方法在响应数据没有干扰的情况下精度很

高,在有噪声干扰的情况下时域法的精度急剧下

降
[ 2]
.

小波变换作为一种时频联合方法, 近年来在



模态参数辨识领域取得了不少进展
[ 3- 6]

.目前, 基

于小波变换的参数辨识方法大部分研究工作在识

别中采用 Morlet小波,且识别过程大同小异, 多利

用小波脊线与频率的关系. 这些工作存在一些不

足的地方: � 没有利用连续小波时移共变性,该特

性可以大大减少参数辨识的计算量;  大多是对

弱阻尼下自由衰减振动进行辨识,适应性有限.

本文对飞行器结构系统的动力学响应进行连

续小波变换,利用其时移共变性的特点,仅仅在某

个固定的尺度上对响应数据和激励进行一次小波

变换, 得到所需的小波系数,利用这些小波系数确

定了系统的 AR模型以及特征矩阵,模态参数的

辨识就转化为求特征矩阵的特征值和特征向量.

1� 连续小波变换

将任意 L
2
(R )空间中的函数 f ( t)在小波基函

数 �( t)下展开,称这种展开为函数 f ( t)的连续小

波变换,其表达式为

W�f ( a, b) = !f ( t), �a, b ( t) ∀ =

1

a
#f ( t )�

* t- b
a

dt ( 1)

式中, !, ∀为内积; * 为函数的复共轭; a, b为尺度

和平移参数; W�f ( a, b)为小波系数.

小波变换不同于傅里叶变换的地方是, 小波

变换具有尺度 a和平移 b两个参数, 经小波变换,

可将一个时间函数投影到二维的时间 �尺度相平
面上, 这样有利于提取信号函数的某些本质特征.

若小波变换采用的小波基函数 �( t )的傅里

叶变换 �
(

(� )满足容许条件
[ 7]

:

C� = #R | �
(

( �) |

�
d� < ∃ ( 2)

则连续小波变换存在逆变换,为

f ( t) =
1

C � #
∃

0

da

a
2 #

∃

- ∃
W �f ( a,  ) �a,  ( t) d =

1
C� #

∃

0

da

a
2 #

∃

- ∃
W�f ( a,  )

1

a
� t -  

a
d ( 3)

连续小波变换是一种线性变换, 具有以下的

时移共变性:

如果 g ( t) = f ( t-  ),则

W �g ( a, b ) = W �f ( a, b -  ) ( 4)

该时移共变性可以通过定义式 ( 1)来证明,

其只能应用于连续小波变换, 而不能应用于离散

小波变换,这是因为离散小波变换中, a和 b只能

取一些特定值 a = a
m

0 , b= nb0a
m

0 , n, m 必须为整

数, a0, b0是常数.

2� 参数辨识模型

2. 1� 结构系统的 AR(AutoRegression)模型

假设飞行器结构为具有 N 自由度的一个线

性系统,其动力学方程为

M x
%%

+ Cx
%
+ Kx = f ( 5)

式中, M, C以及 K分别为系统的质量、阻尼和刚

度矩阵; x
%%
, x

%
, x分别为结构的加速度响应、速度

响应、位移响应; f为激励. 结构响应满足离散递

推方程:

x ( t) = &
2

i= 1
!
-

ix ( t- i∀t) + #
-

1f ( t - j∀t)

x
%

( t) = &
2

i= 1
!
-

ix
%

( t- i∀t) + &
1

j= 0
#̂j f ( t - j∀t)

x
%%

( t) = &
2

i= 1
!
-

ix
%%

( t - i∀t) + &
2

j= 0
#
(

jf ( t - j∀t)

( 6)

式中, !
-

i, #
-

1, #
^
j和 #

(

j分别为质量、阻尼、刚度有关

的递归矩阵; ∀t为采样时间间隔. 实际工程应用

中,不可能测出飞行器结构全部动力学响应,而是

仅仅测出某些自由度上的速度响应和加速度响

应,这些响应也应满足离散运动方程:

y ( t) = &
I

i= 1, 2

! iy ( t- i) + &
J

j= 0, 1

#if ( t- j ) ( 7)

式中, I和 J分别代表输出和输入的延迟. 式 ( 7)

为多变量的 AR模型, 因此动力学辨识问题就转

变为线性时间序列问题.式 ( 7)中 I和 J理论上说

可以由实际系统的自由度数来确定,然而实际计

算中, I和 J应尽量取得大一些, 这是因为实际系

统的自由度是未知的,取得大一些可以不漏掉.

2. 2� 结构系统 AR模型参数在小波域内的求解

� � 对式 ( 7)在尺度 a, 作连续小波变换得到:

W�y ( a, b ) = W � &
I

i= 1, 2
! iy ( a, b - i) +

W� &
J

j= 0, 1
#if ( a, b - j) ( 8)

考虑小波变换的线性性、时移共变性,式 ( 8)

可转化为
[ 8]

w �y ( a, b) = &
I

i= 1, 2

! iW �y ( a, b - i) +

&
J

j= 0, 1

#jW �f ( a, b - j) ( 9)

� � 应用式 ( 9), 构造如下方程
[ 8 ]

:

Y
( 0 )

= Ĉ
Y

F
( 10)
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其中

Ĉ = [ !1 � !2 � ∋ � !I � #1 � #2 � ∋� #I ]

Y = [ Y
( 1) T � Y

( 2 )T � ∋ � Y
( I) T

]

F = [F
( 1) T � F

( 2) T � ∋� F
( I) T

]

Y
( i)

= [W �y ( a,M - i) � W �y ( a,M - i+ 1) � ∋

W �y ( a,M - i+ m ) ] ( 11)

F
( i)

= [W�f ( a, M - i) � W �f ( a,M - i+ 1) � ∋

W�f ( a, M - i + m ) ] ( 12)

式中, M取 I和 J中的较大者, 这样 b在式 ( 9)中

才能不取负值, 式中的 m 值应取足够大, 这样才

能使式 ( 9)成为超静定方程.

求解超静定方程式 (9)中的 Ĉ,需要对
Y

F
矩

阵求广义逆, 本文采用最小二乘法来求解
Y

F
的

广义逆矩阵,得到 Ĉ表达式如下:

Ĉ = Y
( 0 ) Y

F

Y

F

Y

F

T - 1

( 13)

根据式 ( 9) ~ 式 ( 13), 响应和激励只作一次

小波变换就可以求得 !i 和 #i了, 这样就大大减

少了运算量,为了提高结构动特性参数的辩识精

度,实际分析中可以多作几次小波变换,得到多组

! i和 #i参数,然后再用最小二乘法进行拟合.

2. 3� 结构模态参数的提取
根据计算出的 !i, 可以构造以下特征矩

阵
[ 9]

:

G =

O I O ∋ O

∃ ∃   ∃

O I ∋ I O

!I !I- 1 ∋ ! 2 !1

( 14)

式中, I是一个 l ( l单位矩阵; l是响应 y ( t )的维

数;飞行器结构的动力学特性都可以通过求特征

矩阵 G的特征值和特征向量来求得.式 (14)是一

个 N (N方阵,N = l ( I,令 %k 代表矩阵 G的第 K

个特征值,令 %k = âk + ib̂k, 则系统的频率和阻尼

可以通过下列公式求得:

&̂k = ∋
2
k + &

2
k

(k = - ∋k /&̂k

( 15)

其中

&k =
1
∀t

tan
- 1 b̂k

âk

∋k =
1

2∀t
ln( â

2
k + b̂

2
k )

&̂k代表结构的固有圆周频率; (k 代表阻尼比.

3� 算例分析与讨论

考虑一个悬臂梁结构,材料参数为:弹性模量

110MPa,泊松比为 0. 3,密度 1. 6 g /cm
3
,模型几何

参数为:长度 1m, 横截面积 4. 5 ( 10
- 5

m
2
,惯性矩

3. 35 ( 10
- 12

m
4
,将悬臂梁划分为 100个单元, 模

型如图 1所示.

图 1� 悬臂梁模型图

其中梁左端施加固支约束,右端施加正弦脉

冲激励,第 35个节点和 76个节点作为输出点, 对

梁进行瞬态动力学分析,得到动力学响应如图 2、

图 3所示.

图 2� 输出点 1的位移响应

图 3� 输出点 2的位移响应

对得到的动力学响应作功率谱分析得到结果

如图 4、图 5所示,悬臂梁前六阶频率在功率谱表

现的比较明显,而且没有出现耦合的情况,六阶以

后的频率能量明显不足.辨识时可以不予考虑.

选取抽样频率为 250H z,持续时间 0~ 3. 5 s,

在两个输出点上得到大约两组 820个响应数据,

对输出响应和脉冲激励分别作连续小波变换

W �y ( a, b )和 W �f ( a, b ), 其中选择 m eyer函数作

为小波基函数来计算小波系数, 选取尺度 a =

0. 3, b= 1- 820, 为了避免小波边界问题, 截取 b=

100- 700.
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图 4� 输出点 1响应的功率谱

图 5� 输出点 2响应的功率谱

选取输入输出的延迟 I= J = 24,得到了模态

频率和阻尼比, 如表 1所示. 需要注意的是, 由于

特征矩阵 G的维数 I ( l= 24 ( 2= 48大于两倍的

系统自由度数 6 ( 2, 出现了干扰模态, 将得到的

结果与图 4、图 5功率谱相对照,可以剔除干扰模

态.表 1显示,基于连续小波的模态辨识方法对模

态频率的辨识达到了非常高的精度,对阻尼比的

识别也令人满意.

表 1 前六阶模态参数的精确值和辨识值比较

阶

数

频率理论

值 /H z

频率辨识

值 /H z

误差 /

%

阻尼比

理论值

阻尼比

辨识值

误差 /

%

一 1. 3394 1. 3401 0. 05 0. 0005229 0. 0005225 0. 5

二 8. 3640 8. 3931 0. 3 0. 0007845 0. 0007884 0. 5

三 22. 9490 22. 8536 0. 4 0. 001397 0. 0014 1

四 41. 748 41. 751 0. 01 0. 002391 0. 002367 1

五 60. 791 60. 741 0. 08 0. 0031 0. 0314 1. 5

六 76. 41 76. 54 0. 17 0. 004 0. 00408 2

为了验证该方法的稳定性,将噪声与信号强

度比 (NSR)为 10%的高斯白噪声加到激励和动

力学响应上,然后进行辨识得到结果见表 2.

表 2 加噪后前六阶模态参数的精确值和辨识值比较

阶

数

频率理论

值 /H z

频率辨识

值 /H z

误差 /

%

阻尼比

理论值

阻尼比

辨识值

误差 /

%

一 1. 3394 1. 3412 0. 001 3 0. 0005229 0. 0005281 1

二 8. 3640 8. 3959 0. 38 0. 0007845 0. 0007918 1

三 22. 9490 22. 83 0. 51 0. 001397 0. 001417 1. 5

四 41. 748 41. 775 0. 06 0. 002391 0. 002362 1. 2

五 60. 791 60. 701 0. 14 0. 0031 0. 03157 1. 7

六 76. 41 76. 73 0. 41 0. 004 0. 00411 2. 2

� � 表 2显示,加噪以后,对模态参数的辨识精度

有了一定的影响,但仍具有较高的精度,证明该方

法具有较高的稳定性.

4� 结 束语

本文利用连续小波来辨识飞行器结构系统的

模态参数,对结构振动方程进行连续小波变换,得

到了多输入多输出的基于小波的飞行器结构动特

性参数的辨识方法.通过对算例辨识结果进行分

析,可以得到如下结论: � 该方法不仅具有很高的

辨识精度,而且稳定性也很好, 这一点可从加噪后

辨识精度仍很高看出.  应用连续小波的时移共

变性进行飞行器动特性参数的辨识只需对动力学

响应和激励进行一次小波变换即可,与传统的辨

识方法相比大大减少了辨识所需的运算量. ) 该

方法属于多输入多输出的辨识方法,不但可以对

自由衰减响应进行辨识, 而且可以对任意可测激

励下的动力学响应进行辨识.
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