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光纤陀螺中分形噪声的参数估计和去除
武华伍　　任　章

(北京航空航天大学 自动化科学与电气工程学院 , 北京 100191)

　　摘　　　要 : 光纤陀螺零漂信号中主要存在分形噪声和高斯白噪声 ,采用传统的时间序

列分析法很难去除这类混合噪声.基于小波分析 ,提出一种分步估计加性白噪声强度和分形随

机过程参数的新方法.先通过拟合自相关函数 ,估计出白噪声的强度 ;再在小波变换域估计分

形噪声参数 ,并选取适当软阈值对测量值滤波.实验结果表明该估计和降噪方法有效地去除了

光纤陀螺中的混合噪声 ,且不需要噪声的先验知识 ,具有很好的适应性.
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P a ram e te r e s tim a tio n and e lim ina tion to frac ta l no ise o f fibe r op tic gyro
W u Huawu　Ren Zhang

( School of Automation Science and Electrical Engineering, Beijing University of Aeronautics and A stronautics, Beijing 100191, China)

Ab s trac t: There are Gauss white noise and fractal noise in drift of fiber2op tic gyro. It is difficult to elim i2
nate this m ixed noise using traditional time series analysis method. Based on wavelet analysis, a new parame2
ter estimation app roach step by step for fractal stochastic p rocesses and added white noise was p roposed. On

the basis of the fit for autocorrelation function, the power of white noise was estimated. Then the parameters of

fractal noise were estimated in wavelet transform. The suitable threshold was selected to filter fractal noise and

white noise of measurements. This estimation and denoising method is effective for thism ixed noise in fiber op2
tic gyro which can be p roven by experiment results. Further more, a p rior knowledge of noise is not needed,

which means it is suitable in most situations.
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为提高陀螺的精度 ,许多研究人员通过不同

的理论对光纤陀螺 ( FOG, Fiber Op tic Gyro)的随

机漂移进行建模并使用各种滤波技术来消除或降

低 FOG的噪声.国内外对 FOG随机模型建立的

方法主要有时间序列分析、神经网络、状态空间和

小波分析建模.神经网络建模结构简单 ,但如何快

速训练及模型的局部最优判定有待进一步研究 ;

状态空间建模更适用于具有随机趋势和扰动噪声

的情况.文献 [ 1 - 2 ]指出 FOG中主要存在高斯白

噪声和 1 / f
γ分形噪声 ,有的文献也称 1 / f分形噪

声.文献 [ 3 ]提出的极大似然估计法 (ML, Maxi2
mum2L ikelihood)是传统的估计 1 / f

γ
类分形过程

参数的方法.然而该方法要迭代解非线性方程 ,计

算繁琐 ,具有一定的局限性 [ 4 ]
:当存在其它噪声

干扰时 ,仅当谱指数γ∈ ( 0, 1 )时才是相合估计 ,

否则以概率 1收敛到错误结果.本文考虑 FOG中

白噪声和分形噪声共存 ,根据白噪声和分形噪声

互相独立的前提 ,采用基于拟合自相关函数来估

计分形信号的信噪比的方法 [ 5 ]
,把白噪声方差单

独估计出来 ,再根据 1 / f
γ
分形过程小波系数的特

点和性质估计分形噪声的参数.

1　分形噪声模型及性质

1. 1　分形噪声模型

文献 [ 6 ]从时域上提出分数布朗运动 ( FBM ,

Fractional B rownian Motion)与分数高斯噪声概念



来研究 1 / f
γ类分形噪声.布朗运动的增量是零均

值、方差为σ2 | t2 - t1 |的平稳随机过程 ,在一定条

件下可粗略认为布朗运动 BH ( t) = ∫
t

- ∞
ω ( t) d t,

其中ω ( t)是白噪声. FBM是布朗运动的推广 ,通

过引入一个称为 Hurst指数的附加参数 H∈ ( 0,

1)引出 FBM的定义 :

BH ( t) - BH (0) =
q

Γ (H + 1 /2)
∝

∫
0

- ∞
( | t -τ|

H - 1 /2
- |τ|

H - 1 /2 )ω (τ) dτ+

∫
t

0
| t -τ|

H - 1 /2ω (τ) dτ (1)

1. 2　分形噪声性质

FBM的增量是平稳统计自相似的 :

BH ( t +τ) - BH ( t) = a
- H

[BH ( t + aτ) - BH ( t) ]

(2)

如果 BH ( 0 ) = 0,令式 ( 2 )中 t = 0,得 BH (τ) =

a
- H

BH ( aτ) ,可见 FBM属于自相似过程 ,但它本

身不是平稳过程.可推导 FBM的均值、自相关函

数及功率谱分别得到对应的自相似性质 [ 7 ]
:

E [ x ( t) ] = a
- H

E [ x ( a t) ]

Rx ( t1 , t2 ) = a
- 2H

Rx ( a t1 , a t2 )

Sx (ω) = a
2H +1

Sx ( aω) =σ2
/ |ω |

2H +1

2　噪声参数估计

2. 1　加性白噪声强度估计

1 / f
γ
过程具有长程相关性 ,若其谱密度指数

γ∈ (1, 2) ,自相关函数按幂函数式衰减 [ 5 ]
:

Rx (τ) =
σ2

x |τ|
γ- 1

2Γ (γ) cos
γπ

2

∝ |τ|
γ- 1 (3)

式中 ,Γ (γ) = ∫
∞

0
s
γ - 1

e
- s

ds;γ为谱密度指数.从

式 (3)可以看出自相关函数随时刻τ的增加而缓

慢下降.考虑 1 / f
γ分形噪声附加白噪声的情况 ,

设 f ( i) = x1 ( i) + x2 ( i) +ω ( i) , x1 ( i)为有效信

号 ; x2 ( i)为分形噪声 ;ω ( i)为白噪声.假设 x2 ( i)

和ω ( i)互相独立 ,有效信号也认为与噪声不相

关 ,在低精度 FOG零漂中 ,有效信号非常弱 ,淹没

在噪声中 ,近似认为 x1 ( i) = 0,则可以将 x2 ( i)当

作分形过程信号 ,作为下面分析中的有效信号 ,将

x1 ( i)忽略 ,原序列自相关函数为

R f (τ) = E [ f ( i) f ( i +τ) ] =

E [ ( x1 ( i) + x2 ( i) +ω ( i) ) ( x1 ( i +τ) +

x2 ( i +τ) +ω ( i +τ) ) ] =

R2 (τ) + Rω (τ) (4)

式中 , Rω (τ) =
σ2
ω τ= 0

0 τ≠0
,σ2
ω为白噪声方差.

　　由以上分析 ,带白噪声的 1 / f
γ分形过程与原

分形过程自相关函数曲线只在零点处相差σ2
ω ,在

其它地方相同.通过拟合带噪信号样本的自相关

函数 R f (τ) 2τ的曲线 ,估计出零点处的值 ,则原自

相关函数曲线与拟合曲线在零点处的差便是加性

白噪声方差的估值σ̂2
ω.然而完全不相关的白噪声

并不存在 ,实测的带噪信号的自相关函数与理想

的不带噪的 1 / f
γ过程的自相关函数在非零处并不

完全重合.因此 ,为了提高曲线拟合的精度得到更

加准确的白噪声强度估计 ,最佳总延迟 T的选取

很关键.文献 [ 5 ]中通过计算带噪分形信号互信

息函数的方法来解决最佳总延迟的选择问题 ,表

1反映了信噪比对最佳总延迟的影响.可以近似

认为τ> T时 , R f (τ) = 0,仍然保证有用数据和拟

合结果的准确性.

表 1 信噪比对最佳总延迟的影响 [ 5 ]

原信噪比 / dB - 10 - 8 - 4 0 4 8 10

最佳总延迟 33 33 41 44 52 54 60

　　注 :原信噪比为 10 lg[ (σ̂2
f -σ̂2
ω ) /σ̂2
ω ) ] ( dB ) ;σ̂2

f 为带噪分形

信号的方差估计 ;σ̂2
ω为白噪声方差估计.

　　本文采用试凑法确定最佳总延迟 ,先预选取

T = 44,计算出信噪比与表 1的结论相比较 ,逐次

调整 T的值为实际最佳总延迟 ,最后按照上述方

法得到准确的白噪声方差估计值σ̂2
ω.

2. 2　1 / f
γ分形噪声参数估计

　　低精度 FOG静态输出信号经过温度补偿 ,去

常值漂移 ,去线性趋势项预处理后得到零漂数据

序列 ,又称随机漂移序列.零漂数据中通常主要含

有分形噪声和高斯白噪声.基于上述理由 ,设

r( t) = x ( t) +ω ( t) (5)

式中 , r ( t)为零漂序列 ; x ( t)为非平稳、零均值

1 / f
γ分形噪声 ;ω ( t)为与 x ( t)统计独立的加性高

斯白噪声.由于分形噪声在时域是非平稳的 ,本文

在小波变换域进行处理. x ( t)的尺度为 m (m∈

{ 1, 2, ⋯, M } )、时刻为 k的小波系数为

x
m
k = ∫x ( t)ψm

k ( t) d t (6)

式中

ψm
k ( t) = 2

m /2ψ(2
m

t - k) (7)

ψ( t)为母小波 ,设其消失矩阶数为 R (即若 k < R,

有 ∫xkψ( x) dx = 0,则称小波ψ ( t)具有 R阶消失

矩 ) ,对于 0 <γ< 2R,有如下性质 :
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1) 在尺度 m下 ,小波系数 ( x
m
k )是均值为 0,

方差为σ2
2

-γm的序列 [ 6 ]
;

2) 同一尺度下 ,小波系数 ( x
m
k )序列近似为

弱相关的平稳随机序列 ;

3) 不同尺度的同一时刻 (2
m

k = 2
m′

k′)下的小

波系数的协方差只是 (m - m′)的函数 ;

4) 自相似参数 H∈ (0, 1)的分形过程BH ( t) ,

其同一尺度下的小波系数的自相关函数近似满足

下式 [ 8 ]
:

E [ x
m
n , x

m
k ]∝ O ( | n - k |

2 (H - R )
) (8)

由此可见 , (H - R )直接影响了同一尺度小波系数

序列相关性的变化趋势.相关性随 R的增加而呈

指数下降 ,当 R较大时 ,相关函数近似为冲激函

数 ,序列几乎不相关.因此小波变换对分形噪声有

近似的 Karhunen2Loeve展开的作用 ,小波系数的

相关函数衰减很快 ,不再具有长程相关性质 [ 9 ]
;

但是选择消失矩大的小波基同时会增加计算量.

本文采用具有五阶消失矩的 Daubechies 5小

波 ,最大分解尺度为 5,满足上述要求.基于上述

理论对式 (5)作小波变换得各尺度下小波系数的

方差为

V ( r
m
k ) =σ2 2-γm

+σ2
ω =σ2

m (9)

用 2. 1节的方法估计出来的 σ̂2
ω代替σ

2
ω ,对式

(9)变换得 :

log2 (σ2
2

-γm ) = log2 (σ2
m - σ̂2

ω ) (10)

2 log2σ -γm = log2 (σ2
m - σ̂2

ω ) (11)

式 (11)是一个线性方程 ,自变量为尺度 m ,因变

量为 log2 (σ2
m -σ̂2
ω ) ,其中σ2

m 可由直接计算各尺

度下小波系数的方差得到 ;参数γ和σ2由最小二

乘拟合的方法得到 ,γ为一次项系数 , 2 log2σ为常

数项.

3　小波阈值滤波

文献 [ 10 ]提出用小波软阈值滤波方法从噪

声中恢复有用信号 ,假定信号模型为

f ( ti ) = s ( ti ) +σ3
zi (12)

式中 , zi为高斯白噪声 ;σ3为噪声水平.阈值选择

为

tn =σ3
2 log2 n (13)

　　按式 (13)选取阈值时 ,重构信号具有很好的

光滑性和适应性.本文参考文献 [ 11 ]的方法 ,采

用改进的软阈值 ,选取阈值为

tn =σ3
2 log2 n / ln (1 + m ) (14)

式中 m为尺度.该改进具有良好的效果.

FOG输出信号小波滤波降噪的步骤如下 :

1) 信号分解.选用 Daubechies 5小波对预处

理后的 FOG数据序列进行 5尺度的正交小波分

解 ,得各尺度下的小波系数和粗糙系数.

2) 小波系数阈值量化.根据式 ( 14 )选取阈

值 ,由于 FOG零漂信号主要包括白噪声和分形噪

声 ,所以σ3应按下式调整 :

σ3
= σ2·2

-γm
+σ2
ω (15)

式中 , m为尺度 ;σ2
ω为白噪声的方差 ,用 2. 1节的

方法估计得到 ;σ2和γ为 1 / f
γ
分形噪声参数 ,由

2. 2节的方法估计得到.用非线性函数η( y)作用

于各尺度小波系数 ,对其用软阈值进行量化 ,从而

可同时去除信号中的分形噪声和白噪声.

η( y) =
sign ( y) ( | y | - tn ) | y | > tn

0 | y |≤ tn

(16)

3) 信号重构.根据修正后的小波系数和第 5

尺度下的粗糙系数 ,可重构得到去噪后的信号.

上述方法采用的是软阈值滤波 ,阈值和样本

长度有关 ,当样本长度变化较大时可以在前面乘

以一个调节因子增加适应性.

4　实验仿真结果

实验用的 FOG是俄罗斯 Fizop tika公司的

vg949p型低精度 FOG,整个估计降噪过程如下 :

1) 静态数据采集及预处理.采样周期为 1 s,

采样时间为 1 h,数据包括 3个方向陀螺输出和温

度输出 , AD为 16位 ,原始数据见表 2,陀螺输出

数据是电压 (V ) ,预处理包括温度补偿和线性趋

势项去除 ,数据格式转换为角速度 ( (°) / h ) ,取

2 048个样本分析处理.图 1为预处理后 x轴陀螺

漂移数据.

表 2 陀螺原始数据

组号 Gx Gy Gz T

1 32 947 32 937 32 976 41 351

2 32 948 32 937 32 975 41 352

3 32 946 32 936 32 974 41 353

　　注 : Gx , Gy , Gz分别为 AD采样陀螺 x轴、y轴、z轴方向的输

出信号数字量 ; T为 AD采样的温度传感器输出信号数字量.

2) 求自相关函数估计白噪声方差.按 2. 1节

的方法 ,取最佳总延迟 T = 33,σ̂ω = 39. 543 3,图 2

为带噪信号自相关函数及其拟合曲线.

3) 小波变换域估计分形参数.按 2. 2节的方

法 ,先对图 1所示的漂移序列以 Daubechies 5小

波作 5尺度分解 ,计算各尺度下小波系数的方差 ,
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图 1　预处理后 x轴漂移数据

图 2　带噪信号序列自相关函数及其拟合

按式 ( 11 )作最小二乘估计得分形参数估计值 :

γ= 1. 837 2,σ = 1. 499 2.

4) 小波软阈值滤波.在上一步的基础上 ,按

第 3节的方法对各尺度小波系数作软阈值量化处

理 ,用处理后的小波系数和第 5尺度粗糙系数重

构得到去噪后的信号.图 3为去噪后的信号 ,表 3

为滤波前后漂移序列参数对比.经滤波后零漂序

列标准差从 42. 957 4 (°) / h降到 12. 009 6 (°) / h.

图 3　滤波后信号输出

表 3 滤波前后漂移序列参数对比 (°) /h　

参数状态 均值 u 标准差σ

滤波前 0 42. 957 4

滤波后 0. 775 2 12. 009 6

5　结 束 语

本文总结了在满足一定条件下 , 1 / f
γ分形过

程在时域及小波变换域的性质.提出了一种新的

估计分形参数及高斯白噪声强度的方法 ,该方法

适用于 1 / f
γ
分形过程被白噪声污染的情况 ,不需

要白噪声的先验知识.通过选取适当的阈值 ,小波

阈值滤波对 FOG信号中的分形噪声和白噪声具

有很好的抑制作用.
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