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� � 摘 � � � 要: 研究具有不确定系统参数的压电层合板, 同时考虑压电层合板的稳态性能

和暂态性能,在模型降阶的基础上,应用融合多性能指标的鲁棒控制理论设计控制器,使压电

层合板的振动响应满足给定的期望性能指标集,并使压电层合板对参数摄动具有鲁棒性,对扰

动输入具有良好的抑制作用.实现压电层合板的鲁棒控制,使振动幅度快速、准确地得到控制.

为解决多指标下不确定压电层合板振动的控制问题提供一种代数方法.
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Using the robust controlmethod to control the v ibration

of p iezoelectric lam inated plates

H u Jux i� Q iu Zh ip ing

( S chool of Aeronau tic S cien ce and E ngineering, B eijing Un ivers ity ofA eronau tics and A stron aut ics, Beijing 100191, Ch ina)

Abstract: The p iezoe lectric lam inated platew ere researched, wh ich posses the uncerta in system param e�
ters, and considering the steady�state behav ior and transient perform ance of the p iezoe lectric lam inated p late.

On the foundation o f them odel deflation, the author used the robust controller to bring the piezoelectric lam i�
nated p late have the robustness for the param eter perturbation, and favorab le inhibitory act ion about the dis�
turbance im por.t The robust contro l o f the piezoelectric lam ination p late w ere rea lized, and the v ibrat ion am�
plitudew ere m ade to be qu ickly and exactly under contro .l A kind of a lgebra m ethod fo r so lve the contro lling

problem of the piezoe lectric lam inated p late v ibrat ion thatw ith uncertain param eters w as supplied.
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� � 压电层合板集传感、作动功能于一体,对其振

动进行主动控制, 涉及到电学、力学、控制等多个

领域
[ 1]

. 文献 [ 2]首先基于经典层合板理论推导

了带内自由度的压电等参板单元. 文献 [ 3 ]通过

有限元法得到给定电压下的结构静态响应和应力

分布以及压电层面内应力对结构的影响. 文献

[ 4]利用 Ray le igh�R itz法分析复合材料梁、板、壳

的控制问题. 文献 [ 5]提出利用压电贴片控制柔

性梁结构变形的数学模型.文献 [ 6]提出用扰动

内电压分布算法优化复合材料板压电作动器上电

压的最优分布.文献 [ 7]研究基于压电传感器、作

动器的层合板的振动控制问题. 文献 [ 8 ]研究压

电弯曲执行器在强电场作用下的非线性动力特

性.文献 [ 9]基于 G�L和 L�S广义压电热弹性理
论研究了无限大厚压电板在上下表面受到条带状

热冲击时的广义压电热弹性.然而, 在压电结构振

动主动控制系统中,由于剩余模态、系统参数摄动

的影响, 压电传感、作动系统误差的存在,使得结

构的精确控制模型很难建立,鲁棒稳定性也较差.

鲁棒控制H
[ 10- 12]
� 算法因能很好地处理不确定振

动控制系统的鲁棒性和稳定性而受到重视.

本文运用结构动力学和鲁棒控制理论, 从动



力学建模、主动控制、鲁棒控制等方面对压电层合

板结构的振动情况分析.建立了多输入、多输出结

构振动系统鲁棒H � 反馈控制模型,并应用 M atlab

的 LM I工具箱对所建立的模型求解
[ 13]

.

1� 压电层合板的动力学模型

压电层合板结构 (见图 1), 具有力场和电场

的耦合特性,根据连续弹性介质和电介质理论,基

于线弹性、小变形、理想粘结假设, 其应满足本构

关系式
[ 14]

:

� ij = - e
�
ijkE k + c

E

ijk l�k l ( 1)

D i =  �
ijE j + e

E
k l�k l ( 2)

式中, �, �, D, E分别为应力、应变、电位移、电场

强度; c
E
ijkl为基体和压电体弹性模量;  �

ij为恒应变

下的受压介电常数; e
�
ijk为恒应变情况下的压电电

压常数; e
E
kl为恒电场情况下的压电应力常数.

图 1� 压电层合板单元

由 H am ilton原理得压电耦合系统的作用能

量泛函为
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式中, u, ∀, f分别为位移、电势和体力; Vm, Vp分

别为基体层与压电层的体积; S�, Sq分别为给定

面力T i,面电荷q的边界.

设单元上、下表面的压电传感器和作动器各

含有一个电自由度, 即传感电势 ∀s和作动电势

∀a,因为压电层厚度 h2比基板厚度 h1小二、三个

数量级,其长、宽尺寸都远远大于厚度,则认为 ∀s

及 ∀a沿其厚度方向线性变化. 由 E i = - grad∀=

- ∀j, 可得:

E
a

= N∀a
∀a, � E

s
= N ∀s

∀s ( 4)

式中, 电学形函数 N∀a
= 0� 0� -

1

h2

T

; N∀s
=

0� 0� 1
h2

T

.由式 ( 1)至式 ( 4)可得压电单元的

动态有限元方程为

(M
e
m + M

e
p )  

∀∀
e

+ (K
e
m + K

e
p ) 

e
-

K
e
ma∀

e
a - K

e
m s∀

e
s = F

e
1 ( 5)

K
e
am 

e
+ K

e
aa∀

e
a = F

e
2 ( 6)

K
e
sm 

e
+ K

e
ss∀

e
s = 0 ( 7)

式中, M
e
m, M

e
p与 K

e
m, K

e
p分别为基体层与压电层

的单元质量和刚度矩阵; K
e
m a, K

e
ms, K

e
am, K

e
sm, K

e
aa,

K
e
ss为压电层与基体层由压电效应产生的单元耦

合刚度矩阵; F
e

1为单元承受的面机械力和体机械

力向量, F
e
2为施加于作动器表面电荷所产生的电

场力向量.

整个压电层合板机电耦合系统的动力学方

程:

MX
∀∀

+ KX = F 1 + Km a∀a + Kms∀s ( 8)

K amX + K aa∀a = F 2 ( 9)

K smX + K ss∀s = 0 ( 10)

式中, X为全局坐标系下整个系统的广义机械位

移,M = #
e

(M
e
m + M

e
p ), K = #

e

(K
e
m + K

e
p )分别

包含了基体与压电层的质量与刚度.

对实际的压电材料, ∀s与 ∀a相比相当小, 不

足以由逆压电效应产生有效的机械响应, 且压电

材料沿纤维方向阻尼小,沿剪切方向阻尼大;而在

动力学问题中阻尼起着重要作用, 因此引入瑞利

阻尼阵 CR表征压电层合板的固有阻尼, 由式 ( 8)

得:

MX
∀∀

+ CRX
∀

+ KX = F 1 + F a ( 11)

式中, CR = aM + bK, F a = Kma∀a; F a作为控制量输

入, a、b为瑞利阻尼系数.

2� 压电层合板的状态空间模型

若传感层表面无外加电势,电位移为

D z ( x, y, t) = e31�x + e32�y + e34#yz +

e35#xz + e36#xy = ez�

式中, �= {�∃� �% � #%&� #∃&� #∃% }
T
; &, ∃, %为中

面坐标 (图 1); ez = [ e31 � e32 � 0� e34 � e35 � e36 ].

采用 M indlin一阶剪切理论, 在压电层合板

单元中有 �= B 
e
, 压电传感层表面的总电荷为

Q ( t) = #
e
!

A

ezB dA = #
e

(k
e
s )

T
 

e
= k

T
sX

( 12)
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式中,  
T

= ( u0 � v0 � w0 � ∋∃ � ∋%)
T
, u0, v0和 w 0

为中面位移; ∋∃, ∋%为法线在 ∃, %方向的转角; B

为中面应变 �0与位移  的系数阵.

假设输出电压 V s与压电传感层、电路的电容

无关, 选择 R f和 C f,使时间常数 (= R fC f很小, 且

输出电压 V s正比于传感层的应变率 dQ /dt,由式

( 12)可得:

Vs = G c
dQ
dt

= G ck
T
sX

∀
( 13)

式中, G c为电流放大器增益阵.

由模态叠加原理可知, 高阶模态对系统响应

的贡献很少,取前 n阶低阶模态即可.动力响应 X

为

X = #
n

i= 1
)iq i = ∀q ( 14)

则式 ( 11)可简化为

q
∀∀

+ Zq
∀

+ ∗ q = )
T
F 1 + )

T
Kma ∀a ( 15)

式中, )为振形矩阵; q为模态坐标向量; )
T
K) =

∗ = d iag( +
2
i ); ,i, +i为第 i阶模态阻尼比和固有

频率; )
T
CR ) = Z= d iag( 2,i+i ).

在模态空间中定义状态变量 x, 则由式 ( 15)

可得系统的状态方程为

x
∀

= Ax + Dv + Bu ( 16)

式中, A =
0 I

- ∗ - Z
; B =

0

∀
T
Kma

; u = ∀a; D =

0

∀
T ; v= F 1; 状态变量 x ( t )  R

2n
;控制向量 u =

∀a  R
k
; k为压电作动元件的个数.

由式 ( 13),模态空间下的传感观测式为

y = Cx ( 17)

式中, y= V s; C= [ 0� Gck
T
s∀].

3� 压电层合板振动的鲁棒控制

压电层合板是一个线性随机系统, 其随机扰

动可视为零均值高斯白噪声过程
[ 15- 16]

, 强度为

V, 即

x
∀

m ( t) = Am xm ( t) + Bmum ( t) + Dm v( t )

( 18)

ym ( t) = Cm xm ( t) ( 19)

Ev ( t) = 0 ( 20)

Ex0 v
T

( t) = 0 ( 21)

Ev ( t) v
T

( t ) = V ( t - () ( 22)

式中, x ( t)  R
m
; v ( t )  R

m
; A, B, C, D为适维定

常矩阵. 假定 (Am, Dm )可扰, 且 DmD
T
m > 0, (Am,

Bm )可控, (Am, Cm )可观.

设压电层合板期望的振动响应为 yd ( t ), 期

望的状态为 xd ( t), 期望的作动力为 ud ( t ),则有

x
∀

d ( t) = Am xd ( t) + Bmud ( t) + Dm v( t )

( 23)

yd ( t) = Cm xd ( t ) ( 24)

考虑因忽略非线性项作用而造成的建模误差引起

的参数摄动;系统对应的状态反馈控制器 G满足

u ( t) = Gx ( t),则由小增益定理
[ 5, 7, 8]

有:

x
∀

( t) = (A c + −Am )x ( t) + Dm v ( t) ( 25)

y ( t) = (Cm + −Cm )x ( t) ( 26)

式中, x ( t ) = xm ( t ) - xd ( t ); u ( t ) = um ( t ) -

ud ( t); A c = Am + BmG.

定义压电层合板的稳态状态误差的协方差矩

阵 X = lim
t∃ �

E (x ( t )x ( t)
T

),如果闭环系统矩阵 A c

稳定, 则存在 X且满足 Lyapunov方程:

(A c + −Am )X ( t) + X ( t ) (A c + −Am )
T

+

DmVD
T
m = 0 ( 27)

� � 定义压电层合板稳态输出误差协方差矩阵:

Y = l im
t∃ �

E { [ y ( t) - y ( t) ] [ y ( t) - y ( t ) ]
T

} =

CmXC
T
m ( 28)

压电层合板从噪声输入到输出的闭环传递函数:

H ( s) = (Cm + −Cm ) [ sI - (Am + −Am ) ]
- 1
Dm

( 29)

假定参数摄动具有结构
−Am

−Cm

=
M 1

M 2

F ( � )N,

M 1  R
n % i

, M 2  R
p % i

, N  R
j% n
为已知常数阵,

F ( �)  R
j % j
为所有元素均 Lebesgue可测的未知

矩阵函数,且有 F (� )  f = {F ( �) |F (� )F ( �)
T

& I}, ∋ −Am ∋ < &, ∋ ∀ ∋为谱范数, &为正常数.

主动控制系统式 ( 25)、式 ( 26)具有指定区域

极点配置、稳态输出误差协方差及 H � 范数约束

的压电层合板,其振动的鲁棒控制器为:给定期望

的极点分布域 D ( q, r ), 稳态输出误差方差约束

�
2
i ( i= 1, 2, (, nx )及H � 范数指标,确定控制规律

u ( t) = Gx ( t),使得同时满足:

1) 各输出量稳态方差 Yii & �
2
i ( i= 1, 2, (,

nx ), Yii为 Y的第 i个对角元素, �
2
i ( i= 1, 2, (,

nx )为压电层合板系统输出方差的最大允许值;

2) 对于参数摄动 −Am, 闭环系统式 ( 25)、式

( 26)渐进稳定且极点满足: � (Am + −Am + BmG )

 D ( q, r), D ( q, r)为圆心在 - q+ j0( q> 0)、半径

为 r ( r < q )的位于左半复平面上的圆形区域;

3) ∋H ( s) ∋ � = ∋ (Cm + −Cm ) [ sI - (Am +

−Am ) ]
- 1
Dm ∋ � & #为 H ( s)的 � 范数:

∋H ( s)∋ � = sup∃m ax [H ( jw ) ] & #, ∃max [ ∀ ]表示
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[ ∀ ]的最大奇异值, #为小于 1的给定正数.

对于含有参数不确定及观测不确定的线性随

机系统式 ( 25)、式 ( 26), 若存在正定矩阵 P满足:

q(A cP + PA
T
c ) + A cRA

T
c + ( q

2
- r

2
)P +

q { r
- 2
P (Cm + −Cm )

T
(Cm + −Cm )P + S ) } = 0

( 30)

P ii & �
2
i ( i = 1, 2, (, nx ), . > 0 ( 31)

式中, S = P
2

+ P ( I + q
- 1

I) ,
2
I + DD

T
; R = P +

P ( I- P )
- 1
P,则性能指标 a, b, c同时被满足.

对系统式 ( 25)、式 ( 26), 给定性能指标 a, b,

c, 则存在控制器 G的集合, 使得式 ( 30)有正定解

矩阵 P:

( I - BmB
+

m ) [ qPA
T
m + qAmP +

AmRA
T
m + ∗ ] ( I - BmB

+

m )
T

= 0 ( 32)

P < I ( 33)

q
2
PR

- 1
- ∗ ) 0 ( 34)

式中, ∗ = ( q
2
- r

2
)P + r

- 2
[ P (Cm + −Cm )

T
(Cm +

−Cm )P+ S ],则期望的控制器 G的集合可为

G = B
+

m /VM
I 0

0 U
V

T
NR

1
2 - qPR

- 1
- Am +

( I - B
+

mBm )L

式中, /, VM , VN 取自M, N的奇异值分解.

因此,若给定压电层合板稳态输出协方差约

束 �
2
i ( i = 1, 2, (, nx ), 期望的极点分布区域

D ( q, r )及扰动传递矩阵的∋H ( s )∋ � 范数,则压

电层合板振动的鲁棒控制的控制器可由 G 及式

( 30),式 ( 31)得到.

4� 数值算例
为与常见的负速度反馈的振动控制器进行比

较,采用经典的压电层合板进行振动的鲁棒控制.

铺层为 [ ∗ 90 /02 ] s的复合层板附有压电 S /A对,

如图 2所示
[ 17 ]

.

悬臂板上表面粘贴压电传感层, 下表面粘贴

压电作动层.

环氧树脂性质: E 1 = 9. 8 % 10
10

N /m
2
; E2 =

7. 9 % 10
9

N /m
2
; G 12 = 5. 6 % 10

9
N /m

2
; t= 1. 25 %

10
- 4

m; v12 = 0. 28; != 1 520 kg /m
3
; ∀1 = 0. 004 s;

∀2 = 0. 042 0; ∀12 = 0. 070 6; E 1 = 9. 8 % 10
10

N /m
2
.

压电材料性质: S11 = 1. 64 % 10
- 11

m
2

/N;

S12 = - 5. 7 % 10
- 12

m
2

/N; S33 = 1. 88 % 10
- 11

m
2

/

N; S55 = 4. 75 % 10
- 11

m
2

/N; d31 = - 1. 71 %

10
- 10

C /N; d33 = 3. 74 % 10
- 10

C /N; d15 = 5. 84 %

10
- 10

C /N; 0 11 / 0
a
0 = 1 730; 0 33 / 0 0 = 1 730; !=

7 700 kg /m
3
.

板的自由端受可视为零均值高斯白噪声过程

的横向随机扰动力作用, 强度为 V = 1 00N /m, 采

用 H � 优化控制提高系统鲁棒性和稳定性. 在

S im ulink中对控制过程进行仿真, 得到控制前、后

压电层合板中心点横向位移的开 /闭环响应,如图

3~图 5所示.

图 2� 压电层合板悬臂梁结构

图 3� 未加控制时压电层合板中心点的振动

图 4� 负速度反馈控制时压电层合板中心点的振动

图 5� 鲁棒控制时压电层合板中心点的振动

从图中可见,由于采用了融合多性能指标的

鲁棒控制理论设计控制器, 使压电层合板振动响

应的输出协方差明显地小于传统的负速度反

馈
[ 18]
控制器, 振动的幅度得到有效的控制.

5� 结 � 论

本文考虑压电层合板的稳态和暂态性能, 在
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模型降阶的基础上,应用鲁棒控制理论设计控制

器,使压电层合板的振动响应满足了给定的期望

性能指标.给出了连续系统的压电层合板在约束

条件下的模型控制方法, 使压电层合板的振动幅

度快速、准确地得到控制. 当压电层合板具有不确

定的系统参数时,稳态输出协方差及扰动传输矩

阵的∋H � ∋范数均小于各自允许值,使压电层合

板对参数摄动具有鲁棒性, 并对扰动输入具有良

好的抑制作用.
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