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一类有色噪声干扰随机系统最小二乘递推辨识
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� � 摘 � � � 要: 提出一类有色噪声干扰随机系统的辅助模型最小二乘递推辨识算法.此算

法结合辅助模型辨识思想和递推增广最小二乘理论, 用辅助模型的输出代替辨识模型信息向

量中未知中间变量,用估计残差代替信息向量中不可测噪声项,从而可以运用递推辨识思想来

估计系统所有参数,包括噪声模型参数.仿真例子说明提出算法的有效性.

关 � 键 � 词: 递推辨识; 参数估计; 最小二乘; 随机系统

中图分类号: TP 273

文献标识码: A � � � � 文 章 编 号: 1001�5965( 2008) 08�0935�05

Least squares based recursive identification for stochastic systems

w ith colored noises
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Abstract: An aux iliary mode l and least squares based recursive ident ification algorithm w as presented for

stochastic system s w ith co lored no ises. The basic idea is, bymeans of the aux iliarymode l identificat ion princi�
ple and ex tended least squares identificat ion theory, to replace the unknown var iab les in the in fo rmation vector

w ith the outputs o f the aux iliary model and to replace the unmeasurable no ise terms w ith the estim ated residu�
als, and then to propose a recursive iden tif ication algorithm to estimate a ll param eters of the systems, inclu�
ding the param eters o f the no isemodels. The simulat ion resu lts indicate that the algorithm is effective.
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1� 问题的提出

考虑下列有色噪声干扰随机系统辨识

问题
[ 1]

:

F ( z ) y ( t) =
B ( z )

A ( z )
u ( t) + D ( z) v ( t) ( 1)

式中, { u ( t) }和 { y ( t) }分别为系统的输入和输出

序列; { v ( t ) }为零均值白噪声序列; F ( z ),

A ( z ), B ( z )和 D ( z )均为单位后移算子 z
- 1
的多项

式 [ z
- 1

y ( t) = y ( t- 1) ] ,且

F ( z ) = 1 + f 1z
- 1

+ f 2z
- 2

+ � + fnf
z
-nf

A ( z ) = 1 + a1z
- 1

+ a2z
- 2

+ � + an a
z
- na

B ( z ) = b1z
- 1

+ b2z
- 2

+ � + bnb
z
- nb

D ( z ) = 1+ d1 z
- 1

+ d2z
- 2

+ � + dn
d
z
-n

d

� � 不妨假设, t  0时, u ( t ) = 0, y ( t ) = 0,

v( t) = 0,且阶次 nf, na, nb和 nd已知. 众所周知,

递推最小二乘算法解决了 ARX模型 [ A ( z ) =

D ( z ) = 1]的辨识问题
[ 2]

,递推增广最小二乘算法

解决了 ARMAX模型 [A ( z ) = 1]的辨识问题
[ 2]

,

辅助模型辨识方法和偏差补偿方法解决了输出误

差模型 [F ( z ) = D ( z ) = 1]的辨识问题
[ 3- 7]

. 尽管

辅助变量最小二乘算法可以用于辨识系统 ( 1 ),

但不能给出噪声模型的参数估计
[ 8]

. 然而, 在式

( 1)两边同乘以 A ( z ),就演变成下列熟知的 AR�
MAX模型 (即 CARMA模型 ):

[F ( z)A ( z) ]y ( t) =

B ( z) u ( t) + [D ( z )A ( z ) ] v ( t)

用增广最小二乘算法辨识这个系统,但需要额外



的计算才能得到 F ( z ), A ( z )和 D ( z )的估计, 且

模型参数数目增多,算法的计算量也随之增大,辨

识的精度也下降.

对于输出误差模型 [ F ( z ) = D ( z ) = 1], 除了

上述提到的方法外, 文献 [ 9]采用有理分式等价

方法, 进一步利用相关技术,提出了依有限脉冲响

应模型阶次递增的参数估计算法; 文献 [ 10]利用

有理分式等价方法研究了多输入单输出系统的辨

识问题;文献 [ 11]利用有理分式等价方法来简化

有色噪声干扰随机系统, 使用获得的近似简化模

型可以用增广最小二乘算法来估计其参数, 然后

确定原系统的参数.

上述提到的方法只解决了式 ( 1)中某一两个

多项式为 1的特殊模型的辨识问题.对于一般形

式的随机系统 ( 1),本文将辅助模型辨识方法和

增广最小二乘增广参数向量思想加以推广, 用于

研究系统 ( 1)的辨识问题, 提出了基于辅助模型

和基于残差的最小二乘递推算法, 它集成递推辅

助模型辨识算法与递推增广最小二乘辨识算法二

者的优点,该方法还可获得噪声模型的参数估计.

2� 辨识算法

先引入符号: ! A = ∀ X #或 !X ∀ = A #表示 ! A

记作 (定义为 ) X #之意 (因为符号  没有左右之
分,含义模糊 );上标 T表示矩阵转置.

系统 ( 1)的信号流可用图 1表示. 定义有关

中间变量:

z ( t): = F ( z ) y ( t) ( 2)

x ( t ): =
B ( z)
A ( z )

u ( t) ( 3)

w ( t): = D ( z ) v( t ) ( 4)

则式 ( 1)可写为

z( t ) = x ( t ) + w ( t) ( 5)

图 1� 有色噪声随机系统

� � 从图 1可以看出, x ( t)为模型
B ( z )
A ( z)

的输出,

w ( t)为噪声模型 D ( z )的输出, z ( t)是 x ( t )的含

噪量测,经过滤波器 1 /F ( z )产生系统输出 y ( t ).

置系统参数向量为

�f: = [ f 1, f2, �, fnf
]
T

∃ R
n

f

�s: = [ a1, a2, �, an
a
, b1, b2, �, bn

b
]
T ∃ R

na+n b

�n: = [ d1, d2, �, dn
d

]
T ∃ R

n
d

输出信息向量、系统信息向量和噪声信息向量分

别为

�f ( t): = [ - y ( t- 1), - y ( t- 2), �,

- y ( t - nf ) ]
T ∃ R

nf

�s ( t): = [ - x ( t- 1),

- x ( t- 2), �, - x ( t - na ),

u ( t - 1), u( t - 2), �, u ( t- nb ) ]
T ∃ R

na+n b

�n ( t): = [ v( t- 1), v( t - 2), �,

v ( t- nd ) ]
T ∃ R

nd

下标 ,f s和 n分别表示滤波、系统、噪声模型之

意.那么式 ( 2) ~式 (4)写成向量形式分别为

z ( t) = y ( t) - �
T
f ( t) �f ( 6)

x ( t) = �
T
s ( t )�s ( 7)

w ( t ) = �
T
n ( t)�n + v( t) ( 8)

把以上 3式代入式 (5)可得

y ( t) = �
T
f ( t) �f + �

T
s ( t) �s +

�
T
n ( t) �n + v( t ) = : �

T
( t )�+ v( t ) ( 9)

其中 �: =

�f

�s

�n

∃ R
n

f
+n

a
+ n

b
+ n

d

�( t): =

�f ( t )

�s ( t)

�n ( t )

∃ R
nf+ na+nb+nd

� � 辨识的目的是利用输入输出数据 { u ( t ),

y ( t): t= 1, 2, � }估计系统的未知参数 ( f i, a i,

bi, d i ).

由于信息向量 �( t )中包含未知中间变量

x ( t- i )和不可测噪声项 v ( t- i ), 因此无法用标

准递推最小二乘算法来得到参数向量 �的估

计 �̂( t).

为了解决这一困难, 本文方法是借助于增广

最小二乘算法的思想
[ 2]

:用估计残差 v̂ ( t- i )代替

信息向量 �( t )中不可测噪声项 v ( t- i ); 借助于

辅助模型辨识思想
[ 3, 12]

:构造一个辅助模型 (如图

2所示 ), 用辅助模型的输出 xa ( t- i )代替信息向

量 �( t)中的未知项 x ( t- i ). 图 2中 P a ( t ): =

B a ( z)

A a ( z )
为辅助模型的传递函数 [A a ( z )和 B a ( z )是

与 A ( z )和 B ( z )同阶次多项式 ] , x a ( t)为辅助模

型的输出.信息向量 �( t)里 �s ( t)中未知项 x ( t-

i)用辅助模型输出 x a ( t- i )代替, 作了这种代替

后的 �s ( t)记作为

�̂s ( t ): = [ - xa ( t - 1), �, - x a ( t- na ),
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u( t - 1), �, u( t- nb ) ]
T

( 10)

又信息向量 �( t)里 �n ( t )中未知噪声项 v ( t- i )

用估计残差 v̂ ( t - i )代替, 作了这种代替后的

�n ( t)记作为

�̂n ( t): = [ v̂( t - 1), v̂ ( t- 2), �, v̂ ( t - nd ) ]
T

( 11)

图 2� 带辅助模型的有色噪声随机系统

由图 2可知

xa ( t) =
B a ( z)

A a ( z )
u( t )

仿照式 ( 3)和式 ( 7)的方式, 把它写成向量形式为

xa ( t) = �
T
a ( t) �a

式中, �a ( t)和 �a 分别是辅助模型的信息向量和

参数向量.当然, 辅助模型的信息向量和参数向量

有多种选择方法
[ 3, 12]

. 参照文献 [ 3] , 本文把

�̂s ( t)作为辅助模型的信息向量 �a ( t ), 把 �̂s ( t )

作为辅助模型的参数向量 �a, 所以有

x a ( t) = �̂s ( t) �̂s ( t ) ( 12)

用 �̂s ( t )和 �̂n ( t )代替 �( t )中未知的 �s ( t)和

�n ( t),代替后记作为

�̂( t): =

�f ( t)

�̂s ( t)

�̂n ( t )

=

[- y ( t - 1), �, - y ( t- nf ), - x a ( t- 1), �,

- x a ( t- na ), u( t - 1), �, u( t - nb ),

v̂ ( t - 1), �, v̂ ( t - nd ) ]
T

( 13)

� � 由式 (9)可得

v ( t) = y ( t) - �
T

( t )�

式中未知的 �( t )用 �̂( t )代替, �用其估计 �̂( t )

代替, 那么残差 v̂ ( t)可通过式 ( 14)计算:

v̂ ( t) = y ( t) - �̂
T

( t) �̂( t) ( 14)

作了上述准备,极小化准则函数:

J ( �) = %
t

i= 1

[ y ( t) - �̂
T

( t)�]
2

仿照标准递推最小二乘的推导过程
[ 2 ]

,不难得到

基于辅助模型和输出残差的递推最小二乘算法:

�̂( t ) = �̂( t - 1) + L ( t ) [ y ( t) -

�̂
T

( t) �̂( t - 1) ] ( 15)

L ( t ) = P ( t - 1) �̂( t) &

[ 1 + �̂
T

( t )P ( t- 1) �̂( t) ]
- 1

( 16)

P ( t) = [ I - L ( t) �̂
T

( t) ] P ( t- 1)

P (0) = p 0I
( 17)

�f ( t) = [ - y ( t- 1),

- y ( t- 2), �, - y ( t - nf ) ]
T

( 18)

�̂( t ) =

�f ( t)

�̂s ( t)

�̂n ( t )

�̂( t) =

�̂f ( t )

�̂s ( t)

�̂n ( t)

( 19)

�̂s ( t) = [ - x a ( t - 1), �, - xa ( t- na ),

u( t - 1), �, u ( t- nb ) ]
T

( 20)

�̂n ( t) = [ v̂( t- 1), v̂ ( t - 2), �, v̂ ( t- nd ) ]
T

( 21)

x a ( t ) = �̂
T
s ( t) �̂s ( t) ( 22)

v̂ ( t) = y ( t) - �̂
T

( t) �̂( t) ( 23)

� � 算法初值的选择类似于标准最小二乘算法:

协方差阵初值 P ( 0)取为一个大对称正定阵, 即

p 0取为一个大常数 (如 p 0 = 10
6

), 参数估计初值

�̂( 0)取为一个很小实向量, 如 �̂( 0) = I /p 0 ( I为

元均为 1的适当维数的列向量 ).

辅助变量辨识方法不能获得噪声模型的参

数,而上述算法不仅可以辨识系统模型参数,还可

获得噪声模型的参数估计. 提出算法的计算步骤

如下:

∋ 置初值 P ( 0 ) = p0I, p0 = 10
6
, �̂( 0 ) =

I /p0;

( 令 t= 1, xa ( t- i) = 1 /p 0, v̂ ( t- i ) = 1 /p0;

) 收集数据 u ( t )和 y ( t ), 用式 ( 18 )构造

�f ( t ), 用式 ( 20 )构造 �̂s ( t ), 用式 ( 21 )构造

�̂n ( t),用式 ( 19)构造 �̂( t );

∗用式 ( 16)计算 L ( t ), 用式 ( 17)计算

P ( t), 用式 ( 15)刷新估计 �̂( t);

+ 用式 ( 22)计算 xa ( t),用式 ( 23)计算 v̂ ( t );

, t增 1,转步骤 ) , 继续递推计算.
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这个算法也执行了递阶计算过程, 原因在于

式 ( 22)辅助模型的输出 xa ( t)和式 ( 23)输出残差

(噪声估计值 ) v̂ ( t )依赖于参数估计值 �̂s ( t )和

�̂( t ),而参数估计值 �̂( t)又依赖于 x a ( t)和 v̂ ( t ),

参见式 ( 15), 式 (19) ~式 ( 21).

算法的收敛性可参照辅助模型最小二乘算

法
[ 3]
与增广最小二乘算法

[ 13]
的收敛性证明.

3� 算法推广

提出的方法可以推广用于下列一般随机系统

的辨识
[ 1]

:

F ( z ) y ( t) =
B ( z )

A ( z)
u ( t) +

D ( z)

C ( z )
v( t) ( 24)

式中, C ( z ) = 1+ c1z
- 1

+ c2z
- 2

+ �+ cn
c
z
- nc, 其它

变量定义同上. 具体做法如下:

用长除法展开 D ( z) /C ( z)可得

D ( z )
C ( z )

= 1 + e1z
- 1

+ e2z
- 2

+ e3z
- 3

+ � ( 25)

假设系统是平稳 (稳定 )的, 那么当 j趋向于无穷

时,系数 ej收敛于 0.实际上, 可以用一阶次为 p的

模型

E ( p, z) = 1 + e1 z
- 1

+ e2z
- 2

+ e3z
- 3

+ � + ep z
-p

( 26)

来逼近 D ( z) /C ( z),且只要阶次 p足够高,就能以

任意高精度逼近.然后,用上节提出方法辨识等价

模型:

F ( z) y ( t ) =
B ( z )
A ( z )

u ( t) + E ( p, z ) v ( t)

获得 F ( z ), A ( z ), B ( z )和 E ( p, z )的估计 F̂ ( z ),

Â ( z ), B̂ ( z )和 Ê ( p, z )后,可以利用模型等价方法

来确定原系统的参数,具体方法如下:

比较式 ( 25)和式 ( 26)可得

D ( z ) = E ( p, z ) C ( z ) ( 27)

把式 ( 27)转换为多项式方程:

1 + d1z
- 1

+ d2z
- 2

+ � + dnd
z
-n

d =

� [ 1 + e1z
- 1

+ e2z
- 2

+ � + ep z
- p

] &

[ 1 + c1z
- 1

+ c2z
- 2

+ � + cn
c
z
- n

c ]

展开上述方程,比较两边 z
- 1
同次幂系数, 得到一

系列方程可求解出未知数 ci和 d i.

4� 仿真例子

考虑下列仿真对象:

F ( z ) y ( t) =
B ( z )

A ( z )
u ( t) + D ( z) v( t)

F ( z ) = 1 + f 1z
- 1

+ f2z
- 2

=

1 + 0. 61z
- 1

- 0. 24z
- 2

A ( z ) = 1 + a1 z
- 1

+ a2z
- 2

=

1 - 0. 12z
- 1

+ 0. 54z
- 2

B ( z ) = b1z
- 1

+ b2z
- 2

= 1. 00z
- 1

- 0. 75z
- 2

D ( z ) = 1 + d1z
- 1

= 1 + 0. 82z
- 1

�= [ f1, f2, a1, a2, b1, b2, d1 ]
T

= [ 0. 61, - 0. 24,

- 0. 12, 0. 54, 1. 00, - 0. 75, 0. 82]
T

仿真时,输入 { u( t ) }采用零均值、单位方差、不相

关可测随机信号序列, { v( t ) }采用零均值方差为

 
2
的随机白噪声序列, 取数据长度 L = 3 000. 应

用本文的算法估计这个系统的参数,不同噪声方

差时参数估计及其误差 !: = − �̂( t ) - �− /−�−

如表 1所示, 估计误差 !随数据长度 t变化曲线

如图 3所示. 当噪声方差  
2
= 0. 5

2
和  

2
= 1. 5

2

时,对应的系统噪信比分别为 !n s = 25. 88% 和

!n s= 77. 64%.

由表 1可知:随着数据长度增加,参数估计误

差总的趋势不断减小; 噪声方差小 (但不能太

小 ),参数估计误差也小.

表 1� 参数估计及其误差

 2 (!ns ) t f1 f 2 a1 a2 b1 b2 d1 !/%

0. 502 ( 25. 88% )

100 0. 42594 - 0. 39290 - 0. 05845 0. 52068 1. 04614 - 0. 89065 0. 39626 29. 74808

200 0. 53858 - 0. 30865 - 0. 09333 0. 52346 1. 01327 - 0. 78278 0. 68618 10. 04228

500 0. 57295 - 0. 27974 - 0. 09141 0. 53211 0. 99323 - 0. 73991 0. 75146 5. 40458

1000 0. 59564 - 0. 24956 - 0. 11726 0. 51191 1. 00682 - 0. 75841 0. 77004 3. 53290

2000 0. 60138 - 0. 24498 - 0. 13471 0. 51969 1. 00494 - 0. 77929 0. 77612 3. 45031

3000 0. 61985 - 0. 22612 - 0. 13632 0. 52049 1. 00712 - 0. 75385 0. 80086 2. 14636

1. 502 ( 77. 64% )

100 0. 32995 - 0. 38117 - 0. 09848 0. 40636 1. 15716 - 1. 17135 0. 33015 43. 37416

200 0. 48302 - 0. 32471 - 0. 05220 0. 48494 1. 03616 - 0. 82880 0. 64198 15. 36559

500 0. 55639 - 0. 30075 - 0. 04841 0. 53481 0. 97316 - 0. 69750 0. 73630 8. 64455

1000 0. 57559 - 0. 26104 - 0. 09919 0. 48189 1. 01983 - 0. 76811 0. 74923 6. 13072

2000 0. 58792 - 0. 24966 - 0. 16289 0. 48976 1. 01514 - 0. 84075 0. 76192 7. 51635

3000 0. 60477 - 0. 22820 - 0. 14110 0. 49670 1. 02123 - 0. 77312 0. 78511 3. 97301

真值 0. 61000 - 0. 24000 - 0. 12000 0. 54000 1. 00000 - 0. 75000 0. 82000
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图 3� 参数估计误差随数据长度变化曲线

5� 结 � 论

论文借助于辅助模型辨识思想和增广参数向

量维数的增广最小二乘思想, 提出了一类有色噪

声干扰随机系统最小二乘递推算法.该方法可扩

展用于一般随机系统的辨识. 文中仿真例子说明

用所提出算法估计系统参数是有效的.
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