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二进制数开任意正整数次方运算的硬件方法
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　　摘　　　要 : 一种适合于硬件的、普适的、开任意次方的方法 ,从左至右进行计算 ,首先得

到开方结果的高位 ,最后得到低位.应用到 FPGA ( Field Programmable Gate A rray)中 ,与查表结

合 ,对不同的开方次数 ,模块修改非常方便 ,普适性较高.该方法消耗的时间与开方的次数呈线

性关系.在对一个 12 bit数开三次方时 ,消耗的时间不足传统循环搜索法的 50% ,所消耗的存

储空间不足传统的查表法的 2% ,并且存储空间上的优势在被开方位数越大的时候越明显.更

重要的是 ,该方法所用的模块只需修改数据位宽和循环次数两处地方就可以提高到任意的

精度.
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Ab s trac t: A method of any order extraction, works from left to right, which is based on hardware and

calculates out the most significant bit (MSB ) of the result first and the least significant bit (LSB ) last. W hile

app lied in field p rogrammable gate array ( FPGA ) , the method can combine with looking up table (LUT). U2
sing this method, the occupying time is linear to the extraction order. W hile doing a 3 order extraction for a 12

bit data, the occupying time of this method is 50% less than the traditional searching method, and the occup2
ying memory is only 2% that of traditional method of LUT. A s the order of extraction grows, the superiority

will be more obvious. More important, the module only need to be modified in 2 point, the p recision can be

imp roved as wanted.
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　　开方运算是非常常见的一种运算 ,硬件实现

比较困难.目前国内外主要有以下几种方法 :①查

表法 ,即把被开方数及结果做成一张表 ,耗费大量

存储空间 ,被开方数越大 ,表也越大 ,查表速度也

越慢.更重要的是 ,开平方的表只能运用于开平

方 ,要做开立方或开高次方又需要建立新表 ,可重

用性差. ②循环搜索法 ,即从 0开始搜索寻找 ,逐

步逼近 ,精度不高.被开方数越大 ,循环次数越多.

③Newton2Raphson算法 ,要选择好迭代的初始

值 [ 1 - 2 ]
,其具体做法类似于解高次非线性方程的

牛顿迭代 [ 3 ]
.上述方法在推广到开高次方的时候

都有一定的困难.

本文介绍一种新的开任意次方的方法 ,可以

较快的速度达到较高的精度 ,且对不同的开方次

数 ,模块修改方便.

1　开方基本方法

1. 1　开任意次方

本文提到的方法可以用来开任意 n次方
( n = 2, 3, 4⋯) ,具体步骤如下 :

1) 将被开方数从低位开始 n位 n位点断 ,最

高位不足 n位时 ,在前面添零补齐.



2) 对当前最高 n位进行开方 ,即试商找出最

高的 n位的 n次方根的整数部分.

3) 将被开方数的最高 n位减去试商结果的

n次方 ,得到第一位开方结果的余数.

4) 在前面开方余数后紧接着接被开方数的

后续的 n位 ,构成计算第二位结果时开方需要试

商的数 stry ,设当前开方结果为 xfo rward.

5) 循环试商 ,具体做法是找到一个 xlsb ,使

C
n - 1
n ·2n - 1·x

n - 1
forward·x

1
lsb +⋯

+ C
n - i
n ·2n - i·x

n - i
fo rward·x

i
lsb +⋯

+ C
0
n·x

n
lsb = stry - r≤ stry (1)

成立.其中 , xlsb是指现阶段需要试商位的值.二进

制中 xlsb只可能是 0或 1,试商变得很简单.

6) 更新被试商数 stry ,用 stry减去式 ( 1 )的运

算结果 ,后面再接被开方数的后续的 n位 ,得到下

一次需要试商的数 stry ,同样更新当前的开方结

果 xfo rward.

7) 重复 5 )、6 )的过程 ,直到开方得到最后

一位.

图 1用传统的竖式的方式 ,以 n = 3为例说明

该方法.

图 1　开立方的竖式形式

图中左边表示了试商的过程 ,根号最上面是

开 方 结 果. 可 以 看 到 , 对 二 进 制 数

10000111111( 2) ,即十进制的 1 084 ( 10) ,进行开立

方运算之后 ,得到的结果是 1010( 2) ,即十进制的

10( 10) ,余数为 87( 10) .其中 ,下标 ( 2 )表示该数为

二进制数 , (10)表示为十进制数.

1. 2　开方方法的理论证明

一个 m位的二进制数开 m次方 ,其结果整数

部分只可能有 0或 1两种情况.从高位到低位对

一个数开 n次方 ,总可用 1. 1节中第 2)步所述的

方法得到第一位 ,后面位数 ,则可以用数学归纳法

得到.设

x = bn bn - 1⋯b1 b0 (2)

s = x
n

+ r0 = s0 + r0 (3)

其中 r0表示开方结束之后的余数.

假设已经开方得到了前面的若干位 ,现在构

造开方试商的方法计算下一位数.设

snow = ( xfo rward·2 ( 10) + xlsb ) n
+ r (4)

二项式展开 [ 4 ]
:

snow = C
n
n·2

n·x
n
fo rward +

C
n - 1
n ·2

n - 1·x
n - 1
forward·x

1
lsb +⋯

+ C
n - i
n ·2n - i·x

n - i
fo rward·x

i
lsb +⋯ + C

0
n·x

n
lsb + r

(5)

整理可得式 (1) ,即构造出试商时 xlsb需要满足的

条件.

而被试商数更新的过程实际上是用

stry - (C
n - 1
n ·2

n - 1·x
n - 1
forward·x

1
lsb +

C
n - i
n ·2

n - i·x
n - i
fo rward·x

i
lsb +⋯ + C

0
n·x

n
lsb ) (6)

得到余数 ,再接被开方数后面的位数.

以上推导即证明了该方法的正确性.

2　实现案例

以开三次方为例说明硬件构成.为方便说明 ,

定义 :

rreg = s0now - 8 ( 10) ·x
2
forward (7)

qresult = xfo rward (8)

m = 12 ( 10) ·r
2
reg + 6( 10) ·rreg + 1 (9)

2. 1　实现结构

根据前文叙述 ,给出程序流程如图 2所示.

用 FPGA ( Field Programmable Gate A rray)实

现系统结构如图 3所示.

图 2　开三次方的程序流程图

图 3　系统结构

每一部分功能如下 :①输入数据初始化 ,将数

据输入到寄存器 ,并做好相应的“点断 ”准备工

作 ,用试探的方法得到第一位开方数值 ; ②试商 ,

不同的开方次数 ,根据不同的公式 ,得到试商的结
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果 ,在硬件上就是比较 rreg和 m两个寄存器中数

值的大小 ; ③构造下次试商所需要的被试商 rreg

值 ,即用当前开方数减去当前开方结果的 n次方 ,

再接上紧跟的被开方数后续的 n位 ; ④开方结束 ,

输出开方结果.

本方法的关键在于循环试商的过程 ,该过程

中需要计算式 (9) .该式较复杂 ,直接计算势必产

生较大的时间延迟.因此 ,可用查找表代替运算电

路.构造查找表的方法是将 rreg作为输入地址线 ,

m作为输出.特别地 ,在速度允许的条件下 ,可直

接用运算电路计算式 ( 9 ) ,以减小资源消耗.此处

体现了速度与资源的矛盾 ,可根据实际情况选择.

2. 2　综合及仿真结果

用 Synp lify8. 1进行综合 ,选用 A ltera低端的

Cyclone芯片 EP1C3,约束频率为 170MHz,综合结

果如图 4所示. 综合预计可以达到的频率为

177. 8MHz,其中输入包括时钟、复位信号、被开方

数据 ,输出包括开方结果和开方的余数.

根据设计 ,进行一个 12 bit二进制数的开方

运算 ,所需要的时间为 8个时钟周期.图 5以被开

方数为 1 080例表示仿真结果 :开方结果为 10,余

数为 80.

图 4　开三次方综合结果

图 5　开立方波形图

3　方法性能分析

3. 1　精度与开方次数的提高

该方法一个很大的优势在于可以方便地提高

精度 ,开方到小数点后若干位 ,具体做法就是在被

开方数的最后一位添上 3的倍数个零 ,开到整数

部分的最后一位的时候 ,继续向后面运算 ,即可以

得到更高的精度.体现在模块上 ,只需要修改数据

位宽和循环次数的计数器两处.类似的 ,开 n次方

就是添 n的倍数个 0.

该方法另一个很大的优势是模块可以很方便

地修改以适应不同的开方次数 ,具体就是修改试

商值 m的计算.

m = C
n - 1
n ·2n - 1·x

n - 1
forward +

C
n - i
n ·2

n - i·x
n - i
fo rward +⋯ + 1 (10)

其中 n表示开方的次数.硬件结构上只需要做很

小的调整 ,可见该方法普适性较高.

3. 2　与循环搜索法性能比较

对位数更多的二进制数开立方 ,同样根据该

运算方法 ,对一个 k ( k为 3的倍数 )位的二进制数

进行开立方运算 ,所耗的时间数量级约为 2k /3个

时钟周期.而如果应用循环搜索法 ,假定一次循环

硬件实现的时候循环要消耗 2个时钟周期 ,即一

个周期计算 ,一个周期比较 ,则对一个 k ( k为 3的

倍数 )位的二进制数 ,所消耗的平均时间是

∑
2k /3 - 1

i =0

(3 i
2

+ 3 i + 1)·2· ( i + 1)

2
k (11)

相应的也可以进行开四次方的比较.

表 1比较了开三次方和四次方时 k取不同值

的时候 ,这两种方法所消耗的时钟周期.

表 1　循环计算和本文方法所耗时钟周期比较

k
开三次方

循环方法 本文方法
k

开四次方

循环方法 本文方法

3 3. 75 2 4 3. 875 2

6 6. 875 4 8 7. 062 5 3

9 12. 937 5 6 16 14. 469 4

12 24. 968 8 8 20 21. 648 5

　　可见 ,该方法在位数越大时 ,优势越明显.

3. 3　与查找表法性能比较

下面讨论查找表法用到的查找表所消耗的空

249 北 京 航 空 航 天 大 学 学 报　　　　　　　　　 　　　　　2008年　



间. rreg的宽度其实就是要构造的这张表的地址线

的宽度 ,最后 m为查表所需要输出的结果.对于

实际的一个 12 bit数的开方运算 ,式 ( 9)中 rreg最多

可能是 4 bit,也就是地址线是 4 bit,而一个 m需要

分配 12 bit的空间 ,总共所需要消耗的空间是

192 bit.可见 ,该表也很大.

考虑传统查表方法 ,同样构造一个用于 12 bit

数开三次方的表 ,地址线为 12 bit,开方结果整数

部分为一个 4 bit的数 ,存储这些数据所需要的存

储空间为

2
12 ×4 = 16 384 bit (12)

远大于上面方法的 192 bit,且被开方数位数增加

后 ,资源消耗的增加幅度 ,远大于本文提到的

方法.

4　结　论

本文提到的方法 ,可进行任意正整数次方的

开方运算 ,且相比较于传统的循环搜索法 ,更容易

提高精度.相比于查表法 ,资源消耗要小很多.最

重要的是可以根据实际需求 ,非常方便地提高精

度 ,且有非常强的普适性.
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