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圆锥运动及其影响的 3种描述方法
余　杨　　张洪钺

(北京航空航天大学 自动化科学与电气工程学院 , 北京 100191)

　　摘　　　要 : 从旋转矢量方法、欧拉角方法及刚体有限转动方法出发对圆锥运动及其影

响进行了阐述 ,得到了各方法下的等效陀螺漂移公式以及三者之间的关系 ;并对圆锥补偿算法

在每种方法下的补偿效果进行了研究.结果表明 : 刚体有限转动方法与旋转矢量方法是完全

等价的 ,欧拉角方法仅在小角度振动情况下与它们等价 ;圆锥补偿算法在旋转矢量方法和欧拉

角方法下均有效 ,并在振动角较小时补偿效果一致.旋转矢量方法和刚体有限转动方法重点在

于圆锥补偿算法的开发 ,而欧拉角方法重点则在于指导圆锥运动转台实验设计以验证圆锥补

偿算法.
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Th ree de sc rip tions o f co n ing m o tion and its influence
Yu Yang　Zhang Hongyue

( School of Automation Science and Electrical Engineering, Beijing University of Aeronautics and A stronautics, Beijing 100191, China)

Ab s trac t: Basing on rotation vector method, Euler angles method and finite rotations method, the coning

motion and its influence were discussed. Then the exp ressions of equivalent gyro drift in each method and their

relationship were obtained. A t last compensate p recision of two2intervals coning compensate algorithm was re2
searched in each method. The results show that finite rotations method and rotation vector method are equiva2
lent absolutely. Euler anglesmethod and rotation vector method are equivalent only when oscillation angles are

small. Coning compensate algorithm s are effectual both in rotation vector method and Euler angles method,

and besides, compensate p recisions are equivalent when oscillation angles are small. Rotation vector method

and finite rotations method can be used to design coning compensation algorithm s and Euler angles method can

be used to design the test of the coning motion.
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　　圆锥运动是载体两正交轴方向存在频率相同

而相位不同的角振动时 ,第 3正交轴在空间所作

的锥面或者近似锥面的运动.

当捷联惯性导航系统处于圆锥运动环境时 ,

陀螺会感受到外界的运动而产生常值输出 ,一般

将其称为等效陀螺漂移.可从 Bortz旋转矢量方

法 [ 1 ] , D ieter欧拉角方法 [ 2 ]以及 Goodman2Rob2
inson ( G2R)刚体有限转动方法 [ 3 ]这 3个方面出发

推导等效陀螺漂移的表达式.很多文献都应用了

这 3种方法进行圆锥运动的仿真 [ 4 - 8 ] ,但却没有

文献对它们进行总结 ,并对它们之间的不同点 ,相

互间的关系以及应用重点进行分析.

本文基于一般的圆锥运动 ,分别利用上述 3

种方法详细地推导了等效陀螺漂移表达式 ,对推

导出的结果进行了对比研究和数字仿真 ,总结了

3种方法的不同之处 ,指出了它们相互之间有益

的关系 ,从而为更好地应用这 3种方法提供了理

论依据.



1　圆锥运动的 3种描述方法

1. 1　旋转矢量方法

导航系 n (表示为 OXYZ )到机体系 b (表示为

O xyz)的方向余弦阵 C
b
n 利用旋转矢量 Φ =

[ΦxΦyΦz ]
T表示为

C
b
n =
ΦΦT

Φ2 (1 - cosΦ ) + I cosΦ +
sinΦ
Φ

[Φ×]

(1)

其中 ,Φ为Φ的模值 ; I为 3 ×3的单位阵 ; [Φ ×]

为Φ的反对称阵 ,即

[Φ×] =

0 -Φz Φy

Φz 0 -Φx

-Φy Φx 0

　　已知惯导系统中 C
b
n的微分方程一般表示为

C
·b

n = C
b
n [ω×] (2)

其中 ,ω = [ωxωyωz ]
T为测量角速度 ; [ω ×]为ω

的反对称阵.

利用式 (1)和式 ( 2) ,得ω与Φ及其变化率

Φ
·
间的关系 [ 1 ]

:

ω =Φ
·

-
1 - cosΦ
Φ2 Φ ×Φ

·
+

Φ - sinΦ
Φ3 Φ ×(Φ ×Φ

·
) (3)

　　一般圆锥运动可用Φ表示为

Φ = [ 0　αsinΩ t　βsin (Ω t + c) ]
T (4)

其中 ,α,β分别为 y, z两轴的振幅 ;Ω为振动角速

度 ; c为两轴振动的相位差.

将式 (4)代入式 (3) ,得

ω =

αβΩ 1 - cosΦ
Φ2 sin c

αΩcosΩ t -
Φ - sinΦ
Φ3 αβ

2
sin (Ω t + c) sin c

βΩcos (Ω t + c) +
Φ - sinΦ
Φ3 α

2βsinΩ tsin c

(5)

　　由式 ( 4 )和式 ( 5 )可知 ,虽然Φ在 x轴没有

分量 ,但当 y, z轴有同频不同相位的角振动输入

时 , b系 x轴陀螺会产生常值输出.

1. 2　欧拉角方法

设 b系为右前上系 , n系可按图 1所示步骤

转到 b系 :绕 OXYZ系的 Z轴转ψ到 X1 Y1 Z1系 ,

绕 X1转φ到 OX2 Y2 Z2系 ,绕 Y2转γ到 O xyz系.

通过 C
b
n转化可得ω与ψ,φ,γ及其变化率

图 1　旋转示意图

ψ
·

,φ
·

,γ
·
之间的关系 :

ω =

φ
·

cosγ -ψ
·

sinγcosφ

γ
·

+ψ
·

sinφ

φ
·

sinγ +ψ
·

co sγcosφ

(6)

　　一般圆锥运动可利用欧拉角表示为

[φ　γ　ψ]
T

= [ 0　αsinΩ t　βsin (Ω t + c) ]
T

(7)

将式 (7)代入式 (6) ,得

ω =

-Ωβcos (Ω t + c) sin (αsinΩ t)

ΩαcosΩ t

Ωβcos (Ω t + c) co s(αsinΩ t)

(8)

1. 3　刚体有限转动方法

G2R定理 :具有确定 3个正交轴的刚体作任

意运动 ,其Φ在 i轴的分量Φ i与ω的分量ωi之

间有如下关系 [ 3 ]
:

Φ i = ∫
tf

t0

ωi d t + A i (9)

其中 , A i为刚体 i轴在单位球上由点 A ( t0 )、

A ( tm )、A ( tf )连接的运动轨迹和连接该运动轨迹

两端点 A ( t0 )、A ( tf )最短圆弧所组成曲面的面积 ,

t0为初始时刻 , tm为中间时刻 , tf为结束时刻.如

图 2中 x轴的运动轨迹所示.

图 2　G2R有限旋转示意图

假设载体发生式 ( 4 )所示的运动 ,则等效陀

螺漂移发生在 x轴上 ,因此仅对 Ax的表达式进行
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推导.根据圆锥运动定义及 G2R定理 ,可知载体

完成一次圆锥运动 , x轴的运动轨迹将形成封闭

的曲线.此曲线所包围的单位球面表面积即为一

圆锥运动周期内的 | Ax |. 利用二重积分可得

| Ax |的表达式 :

| Ax | = κ
DYZ

1

1 - Y
2

- Z
2

dYdZ (10)

其中 , DYZ为 x轴运动轨迹在 YZ面的投影.

Ax符号由 x轴运动轨迹在 YZ面投影的运动

方向来决定.如图 3所示 ,若 YZ面的投影为逆时

针运动 ,按照右手螺旋定则 Ax将指向 X的正方

向 ,即 Ax = |Ax |;否则 Ax = - |Ax |.

图 3　运动轨迹在 YZ平面投影

式 (4)的运动可用四元数Λ表示为

Λ =λ0 +λ1 i1 +λ2 i2 +λ3 i3 =

cos
Φ
2

+
αsinΩ t
Φ

i2 +
βsin (Ω t + c)
Φ

i3 sin
Φ
2

(11)

其中 ,λ0 ,λ1 ,λ2 ,λ3 为四元数 ; i1 , i2 , i3 为单位

矢量.

设向量 u = [ u1 u2 u3 ]的运动轨迹为 T =

[ T1 T2 T3 ]表示.其中 , T1 , T2 , T3为其运动轨迹在

X, Y, Z轴上的投影 ,它与Λ间关系为

T1 =
λ2

0 +λ2
1 -λ2

2 -λ2
3

‖Λ‖
u1 +

2 (λ1λ2 -λ0λ3 )

‖Λ‖
u2 +

2 (λ1λ3 +λ0λ2 )

‖Λ‖
u3

(12a)

T2 =
2 (λ1λ2 +λ0λ3 )

‖Λ‖
u1 +

λ2
0 -λ2

1 +λ2
2 -λ2

3

‖Λ‖
u2 +

2 (λ2λ3 -λ0λ1 )

‖Λ‖
u3

(12b)

T3 =
2 (λ1λ3 -λ0λ2 )

‖Λ‖
u1 +

2 (λ2λ3 +λ0λ1 )

‖Λ‖
u2 +
λ2

0 -λ2
1 -λ2

2 +λ2
3

‖Λ‖
u3

(12c)

　　载体 x轴在单位球上运动轨迹可利用向量

[ 1 0 0 ]的运动轨迹来表示. 将 [ 1 0 0 ]代入式

(12) ,得 x轴在 YZ面运动轨迹投影 :

Y = sinΦ cosθ

Z = - sinΦ sinθ
(13)

其中

θ = arcco t
α
β

sinΩ t
sin (Ω t + c)

　　将式 (13)代入式 (10) ,利用极坐标变换可得

| Ax | = ∫
2π
Ω

0
Ωαβ1 - cosΦ
Φ2 sin cd t (14)

考察式 ( 13 ) ,可知 x轴投影到 YZ面运动轨迹为

顺时针运动方向 ,因此

Ax = - | Ax | = - ∫
2π
Ω

0
Ωαβ1 - cosΦ
Φ2 sin cd t

(15)

　　将式 ( 4 )中的 Фx代入式 ( 9 ) ,考虑圆锥运动

的周期性 ,可知

∫
tf

0
ωx d t = - Ax = ∫

2π
Ω

0
Ωαβ1 - cosΦ
Φ2 sin cd t

(16)

其中 , tf - t0 = 2π /Ω为圆锥运动周期.因此

ωx =Ωαβ1 - cosΦ
Φ2 sin c (17)

2　3种方法的相似性

以经典圆锥运动 (即α =β, c = 90°)为例 ,对

3种方法推导出的等效陀螺漂移表达式进行

分析.

对比式 ( 5 ) ,式 ( 8 ) ,式 ( 17 )中的ωx ,可知式

(5)和式 ( 17 )中的ωx等价 ;式 ( 5 )和式 ( 8 )中的

ωx不同.定义Δωx为式 (5)和式 (8)中ωx的差值 :

Δωx = 2Ωsin
2 α

2
-

1
2
Ωα2

+
1
2
Ωα2

cos2Ω t -

ΩαsinΩ t
α3 sin3Ω t

3!
- ⋯ (18)

当α为小量时 , 2Ωsin2 (α/2)≈ 2Ω (α/2) 2
,忽略高

阶小量 ,式 (18)简化为

Δωx =
1
2
Ωα2

cos2Ω t (19)

式 (19)是均值为 0,振幅与ωx近似的余弦振动.

说明当α为小量时 , D ieter欧拉角方法 (简称 D iet2
er法 )得出的ωx均值近似于 Bortz旋转矢量方法

(简称 Bortz法 )得出的结果 ,但 D ieter法却相对

Bortz法多一个振动过程.具体数字仿真结果如图

4及表 1所示.
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a　B ortz法

b　D ieter法

图 4　α = 3°,Ω = 20π ( rad / s) , c = 90°时两种方法的ωx

表 1 ωx均值 (°) / s　

方法
α/ (°)

0. 05 1 3

Bortz法 1. 371 ×10 - 3 5. 483 ×10 - 1 4. 934

D ieter法 1. 369 ×10 - 3 5. 477 ×10 - 1 4. 928

由图 4及表 1可知 , D ieter法的结果比 Bortz

法多一个振荡过程 ;并且α越小 ,两种方法得到

的 x轴陀螺输出均值越近似.因为振荡过程在导

航计算中的影响能够相互抵消 ,所以可认为在小

角度圆锥运动情况下 , D ieter法与 Bortz法仍是等

价的.

3　圆锥补偿算法的仿真

圆锥补偿算法可利用 Bortz法或 G2R法得
到 ,本节对圆锥补偿算法在 D ieter法下的补偿效

果进行了仿真.设仿真条件为 :①α =β= 0. 1°, c =

90°,Ω = 20π ( rad / s) ; ②α =β = 1°, c = 90°,Ω =

20π ( rad / s) ; ③α =β = 3°, c = 90°,Ω = 20π ( rad /

s) ,陀螺采样周期为 0. 01 s.将上述 3个仿真条件

分别代入式 (5)和式 (8) ,形成这两种方法下的圆

锥运动.然后采用二子样圆锥补偿算法进行姿态

更新 ,补偿后 x轴姿态角变化如图 5～图 7所示 , x

轴姿态角漂移率如表 2所示.

表 2 补偿后 x轴姿态角漂移率 (°) / s　

方法 仿真条件① 仿真条件② 仿真条件③

Bortz法 2. 719 ×10 - 5 2. 718 ×10 - 3 1. 087 ×10 - 2

D ieter法 2. 719 ×10 - 5 2. 678 ×10 - 3 1. 021 ×10 - 2

　　由图 5～图 7及表 1可知 ,同样仿真条件下 ,

Bortz法、D ieter法的仿真曲线走势是一致的 ,只是

D ieter法的图形相对 Bortz法振动幅值大一些 ; D i2
eter法的漂移率较小 ,并且圆锥运动幅值越大 ,两

种方法的漂移率差值越大.所以可认为 Bortz法、

G2R法推导的圆锥补偿算法仍适用于 D ieter法 ,

且当圆锥运动振动角较小时 ,算法的补偿效果是

一致的.

a　B ortz法

b　D ieter法

图 5　仿真条件①下两种方法的补偿精度

a　B ortz法

b　D ieter法

图 6　仿真条件②下两种方法的补偿精度

a　B ortz法

b　D ieter法

图 7　仿真条件③下两种方法的补偿精度
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4　结　论

本文从 3个不同的角度对圆锥运动下产生的

等效陀螺漂移公式进行了研究 ,得到以下结论 :

①G2R法与 Bortz法是等价的 ,但 G2R法的推导较
为简单 ;②D ieter法的推导过程简单明了 ,但由于

欧拉角旋转轴的非正交性 ,没有严格遵守圆锥运

动的定义 ,因此只在小角度圆锥运动时 ,与 Bortz

法、G2R法等价 ;③鉴于 Bortz法和 G2R法的严格
性及适用性 ,研究人员可利用它们指导圆锥补偿

算法的设计 ; ④3轴转台的运动特性与 D ieter法

对应 ,可用 D ieter法指导圆锥运动的转台实验以

检验 Bortz法和 G2R法推导得出的圆锥补偿算法
的补偿效果.
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