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双框架控制力矩陀螺奇异性分析
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  摘   要:针对双框架控制力矩陀螺群的奇异性问题,定义了框架坐标系;提出了显隐

奇点的ε-δ定义,并对奇点进行了3种分类;将陀螺群的角动量在奇点进行了泰勒展开,并定

义了空转的判定条件;分析了陀螺群陷入奇异与各角动量相互平行的关系;针对定常转速且角

动量大小相等的不限定框架构型的陀螺群的奇点问题,给出了内奇点必是隐奇点的严格证明.
通过三正交构型20°纬度圈的最小显奇点的实例验证了内奇点必是隐奇点的论点.
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Abstract:Aimedatanalyzingthesingularityofdoublegimbalcontrolmomentgyroscopes(DGC-
MGs),agimbalreferenceframe,anε-δdefinitionofapparentandconcealedsingularpoints,three
sortsofsingularpoints,systemmomentumtaylorseriesexpandedformulaatsingularpointandade-
terminationofnullmotionswereproposed.Therelationbetweensingularityofthesystemandparal-
lelismofeachgyroscopeangularmomentumwasdiscussed.ItwasstrictlyprovedthattheDGCMGs
withconstantvelocityandequalangularmomentumandwithoutlimitofconfiguration,hastheprop-
ertythatinsidesingularpointsmustbeconcealedsingularones.Theviewsabovewereexamined
throughthenumericalsimulationofminimalapparentsingularpointsofthreeorthogonalconfigura-
tion’s20°latitudecircle.
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  美国从60年代中期开始致力于研究双框架

控制力矩陀螺DGCMGs(DoubleGimbalControl
MomentGyroscopes)的原理和应用.从1973的

天空实验室Skylab到1981年的国际空间站ISS
(InternationalSpaceStation),DGCMGs在应用

中的优势主要体现在冗余度多;构型效益大;操纵

率计算量小;在有陀螺出现故障时,操纵率兼容性

好;各陀螺工作载荷较接近,使用寿命较长;以及

同样的输出力矩,较单框架陀螺群而言,系统质量

较轻等方面.中国近些年也开始DGCMGs的研

究,并将其作为航天器姿态控制的执行机构,目前

理论和实验都处于起步阶段.

奇点分析是研究和应用DGCMGs的理论基

础.在奇点附近,理论框架角速度过大,超出执行

机构的能力,无法输出指令力矩.避免奇异是操纵

率设计的一个重要指标.1997国内的朱敏等人针

对单框架陀螺群,给出了显隐奇点的定义,但定义

并不准确;给出了空转的判定条件,进行了构型分

析[1].汤亮在2005年对单框架变速控制力矩陀螺

群的奇异性进行了可视化分析[2].Meffe在1988
年给出单双框的包括奇异性分析的各种性能指标

的对比性分析[3];BongWie等长期从事控制力矩

陀螺的各种研究,在2002年已经着手于奇点的可

视化分析[4].本文创新性的对双框架陀螺群在奇



点泰勒展开的空转判定条件,对应指令力矩的奇

点形式和内奇点必是隐奇点等理论进行了论述.

1 坐 标 系

单个陀螺的框架坐标系定义[5]如下:Zi为外

框架轴,Xi的正方向是αi和βi都为0的角动量矢

量方向,αi为外框角,βi为内框角.Yi=Zi×Xi.i为

陀螺的编号.单位角动量陀螺在其框架坐标系的

分量为

Hi=
cosαicosβ1
sinαicosβi

sinβ
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考虑三正交构型的陀螺群角动量分量在本体坐标

系中的分量为[5]

H=
cosα1cosβ1+sinβ2+sinα3cosβ3
sinα1cosβ1+cosα2cosβ2+sinβ3
sinβ1+sinα2cosβ2+cosα3cosβ
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2 奇点分类

如果角动量点Hs(下标s表示对应的框架角

点为奇点)在框架角X 空间仅对应一个孤立的奇

点xs,则该奇点称为显奇点.如果对于足够小的

任意ε>0,都存在框架角增量Δ 满足0<‖xs+
Δ,xs‖<ε(‖·‖是二范数),且新框架角点xs+
Δ所对应的角动量点也为Hs,则该奇点称为隐奇

点.隐奇点的定义中,并不需要ε的去心临域内的

所有点都对应同样的角动量点Hs;如果有另一个

不同于该奇点xs的新点也对应同一个Hs,但其不

在xs的去心邻域内,那么此新点不能保证xs是隐

奇点,也就是说新点应是从原奇点xs连续变化而

来的.隐奇点的这种再构型而不改变输出角动量

的能力,称为“空转”.能够通过空转脱离奇异的点

(存在空转后的点为非奇点),称为“可越奇点”,不
能通过空转脱离奇异的点,称为“不可越奇点”.显
奇点一定是不可越奇点.隐奇点可能是可越奇点,
也可能是不可越奇点.按奇点对应的角动量点在

动量包络面的内外,分为外奇点和内奇点.

3 空转判定条件

α*
i 是奇点外框角,β*

i 是奇点内框角,奇点

x*=[α*
1 ,β*

1 ,α*
2 ,β*

2 ,…,α*
n ,β*

n ]T.H 是陀螺群

角动量在本体坐标系的分量,Hi是各陀螺角动量

在本体坐标系的分量.C是3×2n力矩矩阵,Ci=
[Ci1,Ci2]=[∂H/∂x2i-1*,∂H/∂x2i*],i=1,2,…,

n.在指令力矩u上的奇点x*附近进行Taylor级

数展开,可得:

H(x* +Δx)=H(x*)+∑
n

i=1

∂H
∂α*

i
Δαi+

∑
n

i=1

∂H
∂β*

i
Δβi+12∑

n

i=1

∂2H
∂α*

i
2(Δαi)2+

∑
n

i=1

∂2H
∂α*

i∂β*
i
ΔαiΔβi+

1
2∑

n

i=1

∂2H
∂β*2

i
(Δβi)2+o([Δα2,Δβ2]) (1)

H(x* +Δx)=H(x*)+CΔx+
1
2
(Δx)TM(Δx)+o([Δα2Δβ2]) (2)

式中,CΔx=∑
n

i=1

(Ci1Δx2i-1+Ci2Δx2i),是3×1

的矩阵.

Mi=

∂2H
∂α*2

i

∂2H
∂α*

i∂β*
i

∂2H
∂β*

i∂α*
i

∂2H
∂β*2
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M=

M1

M2

⋱
M
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1
2
(Δx)TM(Δx)=

1
2∑

n

i=1

[Δx2i-1,Δx2i]Mi[Δx2i-1,Δx2i]T

可得空转的第一必要条件[6]:

C(x*)Δx=0 (3)
将式(2)两边乘以uT,考虑uTC=0,有:

uT(H(x* +Δx)-H(x*))=
1
2Δx

Tdiag[uTM]Δx (4)

定义 P=

P1
P2

⋱
P

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

n

其中 Pi=
uT∂

2H
∂α*2

i
uT ∂2H
∂α*

i∂β*
i

uT ∂2H
∂β*

i∂α*
i

uT∂2H
∂β*2
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可推导空转的第二必要条件[6]:

ΔxTPdΔx=0 (5)
对这两个必要条件综合考虑,可得

Δx=∑
2n-r

i=1
λini=Nλ (6)

式中,r为C(x*)的秩;λi为标量系数;ni为C(x*)
的正交补空间的基向量;N=[n1,n2,…,n2n–r].
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λTQλ=0 (7)
式中,Q=NTPN.当Q 为确定阵时,λ无解,无法

空转,奇点为显奇点.当Q为不确定阵时,λ有解,
可以空转,奇点为隐奇点.

4 奇点性质

定理1 当Rank(Ci)=2,i=1,2,…,n(即各

陀螺不退化成单框架陀螺性质)时,“陀螺群陷入

奇异”是陀螺群“各角动量矢量互相平行”的充要

条件.
引理1 陀螺群的动量包络面是球体,半径

为nh(h为单个陀螺角动量).
引理2 cosβi=0是Rank(Ci)=1的充要条

件.
引理3 对于单个双框架陀螺,在框架坐标

系下,指令力矩为u=[u1,u2,u3]T,通过uTC=0
求得,无论内外框角都以2π为周期,对于α∈
(-π,π],β∈(-π,π],奇异框架角解的形式为

1)u1=0且u2=0时,β=±π/2,α取任意

值.
2)u1≠0或u2≠0时,共8组解.
Rank(Ci)=1性质的(α,β)有4组解:(arctan

2(-u1,u2),π/2),(arctan2(u1,-u2),π/2),
(arctan2(-u1,u2),-π/2),(arctan2·(u1,-
u2),-π/2).Rank(Ci)=2性质的(α,β)有4组

解:(arctan2(u2,u1),arctan2(u3,u21+u22)),

(arctan2(u2,u1),arctan2(-u3,- u21+u22)),
(arctan2(-u2,-u1),arctan2· (-u3,

u21+u22)),(arctan2(-u2,-u1),arctan2(u3,

- u21+u22)).其中,arctan2(y,x),表示向量在

xOy平面的广义反正切,即向量和x轴正向的夹

角,范围是[-π,+π].y表示向量在Oy 轴的分

量,x表示向量在Ox 轴的分量.
综上所述,对于给定的u,奇异框架角在α和

β构成的平面中,或者是两条线,或者是8个点.
引理4 如果某个陀螺的奇点满足:

Rank(Ci)=2,那么其角动量与指令力矩平

行.
引理5 当Rank(Ci)=2,i=1,2,…,n时,

“陀螺群的奇点是外奇点”的充要条件是“各陀螺

角动量都与指令力矩方向相同,或都相反”.
引理6 当单个陀螺框架坐标系与飞行器本

体坐标系重合时,u1=0且u2=0是其框架角的

解有无穷组解β=±π/2,α取任意值的充要条件.
引理7 对于单个陀螺,uTC=0的解等价于

(Asbu)T(AsbC)=0的解,其中Asb是从本体坐标系

到框架坐标系的转换矩阵.即问题可以从飞行器

本体坐标系转到框架坐标系下讨论.
引理8 “指令力矩u与某个陀螺外框架轴

在一条直线上”是“此陀螺奇异框架角的解为无穷

组解,即β=±π/2,α取任意值”的充要条件.
定理2 双框架控制力矩陀螺的内奇点必是

隐奇点(与框架构型无关).其中每个陀螺都是定

常转速,且转子角动量的大小相等.
证明 在第3节中Q 的正定性是通过两个

必要条件推出的,所以严格的证明应使用隐奇点

的定义进行推导.
1)指令力矩的方向不和任一个陀螺的外框

架轴在一条直线上时.
由引理8、引理7、引理3,此时各陀螺奇点的

解只 能 是 8 组,在 Rank(Ci)=1 的 解 集 和

Rank(Ci)=2的解集中都可能有元素.
① 陀螺群中有一个陀螺的奇异框架角(包括

外框角和内框角)是Rank(Ci)=1的解集中的元

素.
不失一般性,设此陀螺为陀螺1,则奇异框架

角为(α1,β1).则此时,由引理2,cosβ1=0.在2n
维框架角空间中(n是双框架陀螺的个数),对于

任意一个给定的小正数ε>0,取Δα1=ε/2,此时

陀螺群的新的框架角为(α1+Δα1,β1,α2,β2,…,

αn,βn),此新点与奇点的距离小于ε,且新点与奇

点的陀螺群的角动量的大小和方向一致.所以,此
奇点可以空转.此种情况的奇点都是隐奇点,那么

内奇点也必是隐奇点.
② 陀螺群中任何一个陀螺的奇异框架角都

是Rank(Ci)=2,i=1,2,…,n的解集中的元素.
此时指令力矩对应的奇点,既有外奇点,也有

内奇点.由定理1,每个陀螺的角动量都相互平

行.如果所有陀螺的角动量方向都在同一个射线

方向上,那么此奇点是外奇点(在包络面上),不在

讨论的范围内.所以此种情况下的内奇点,必存在

两个陀螺的角动量相互平行,但在不同的射线方

向上.不失一般性,记为陀螺1和陀螺2,由引理

2,有:

cosβ1 ≠0
cosβ2 ≠ }0 (8)

陀螺1和陀螺2在本体坐标系中的分量为

Abs1

cosα1cosβ1
sinα1cosβ1
sinβ
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+Abs2

cosα2cosβ2
sinα2cosβ2
sinβ
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=0
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é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2

(9)

设α1,β1增量为Δα1、Δβ1,代入式(9):

hx +Δhx

hy +Δhy

hz+Δh
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=-(Abs2)TAbs1·

cos(α1+Δα1)cos(β1+Δβ1)

sin(α1+Δα1)cos(β1+Δβ1)

sin(β1+Δβ1
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定义:

hx +δhx

hy +δhy

hz+δh

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

z

=
cosα′2cosβ′2
sinα′2cosβ′2
sinβ′
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(11)

则根据式(9),hx,hy,hz都是α1,β1的连续函数,那
么由式(10),当Δα1→0且Δβ1→0时,必有Δhx→
0且Δhy→0且Δhz→0.考虑式(8),可得式(9)在

α∈(-π,π],β∈(-π,π]范围内的解为

当1>hz≥0时

β2=arcsin(hz),α2=arctan2(hy,hx)或β2=
π-arcsin(hz),α2=arctan2(-hy,-hx).不失一

般性,选 第 一 组 讨 论,β2 =arcsinhz,α2 =
arctan2(hy,hx).

1>hz>0
可以取到小量Δα1和Δβ1,使得Δhz满足1>

hz+δhz>0.存在β′2=arcsin(hz+Δhz),α′2=
arctan2(hy+Δhy,hx +Δhx)的 形 式,满 足 式

(11).那么

Δα2=arctan2(hy +Δhy,hx +Δhx)-
arctan2(hy,hx),Δβ2 =arcsin(hz +Δhz)-
arcsinhz.

α2=arctan2(hy,hz)和β2=arcsinhz都是连

续函数,Δhy→0且Δhx→0时,有Δα2→0;Δhz→0
时,有Δβ2→0.

hz=0,证明类似1>hz>0.
当0>hz>-1时,证明类似“当1>hz≥0

时”.
根据上述,当Δα1→0且Δβ1→0时,必有Δα2

→0且Δβ2→0成立.
在2n维空间中,对于任意一个给定的小正数

ε>0,存在合适的 Δα1,Δβ1∈(0,ε/3)(根据②,
“Δα1→0且Δβ1→0时,必有Δα2→0且Δβ2→0成

立”),使得Δα2和Δβ2满足ε/3>Δα2>0和ε/3>
Δβ2>0(可通过高等数学证明).此时陀螺群的新

的框架角为:(α1+Δα1,β1+Δβ1,α2+Δα2,β2+

Δβ2,α3,β3,…,αn,βn).此在新点与奇点的距离

小于ε,且新点与奇点的陀螺群的角动量的大小

和方向一致.所以,此奇点可以空转.此种情况内

奇点必是隐奇点.
2)指令力矩的方向和某一个陀螺的外框架

轴在一条直线上时.
不失一般性,记为陀螺1.指令力矩对应的奇

点,既可能有内奇点,也可能有外奇点.由引理8,
陀螺1的奇异框架角组合的解为无穷组解,即

β1=±π/2,α1取任意值.可以仿照①证明.此种情

况下所有奇点都可以空转,那么内奇点也必可以

空转.所以此种情况下,内奇点必是隐奇点.
综上所述,由1)和2),原命题得证. 证毕

推论1 在定理2中的情况①下,如果存在

另一个陀螺在其奇点处的力矩矩阵的秩为2,则
此陀螺群的奇点必是内奇点.

推论2 在定理2中的情况②下,内奇点不

仅是隐奇点,而且是可越奇点.
推论3 在定理2中的情况2)下,按定理2

中取Δα1的方法得到的新点,还是奇点.

5 仿真算例

依据第3节,利用 Matlab绘制三正交双框架

陀螺群(各陀螺为单位角动量)的20°纬度圈上的

最小显奇点角动量分布图为例.由图1,最小显奇

点都在动量包络面上,显奇点又不可能在动量包

络面外,那么也就是所有的显奇点都在动量包络

面上.所以内奇点必然不是显奇点,只能是隐奇

点.绘制其它固定纬度圈(经度)的分布图可以得

到同样的结果.从而验证了定理2.

图1 三正交构型20°纬度圈的最小显奇点角动量图

6 结 束 语

本文详细论述了双框架陀螺群奇异性分析的

基础理论,特别是提出了空转判定条件,以及定常

转速且角动量大小相等的不限定框架构型的陀螺

群的内奇点必是隐奇点的严格证明,并通过三正

交框架构型陀螺群的仿真实例对有限点进行了验

证.本文中提出的各种奇点的性质,将作为以后操
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纵率设计的依据.
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4 结 束 语

本文给出了适用于第一人称射击游戏角色运

动特征的可预测错误的自适应位置外推算法.根
据此类游戏角色运动方向多变、轨迹呈连续折线

的特点,选取一阶外推方程和直线收敛算法用于

位置预测与收敛,通过检测可能导致推算错误的

角色运动行为,及时发送状态更新,并在收敛过程

中根据角色运动状态的改变对收敛进行分级调

整.根据推算角色与观察者的距离改变推算策略,
以减少需要发送的状态更新数量和推算轨迹的平

均偏差.与DIS标准中DR算法的对比测试表明,

EPADR算法在第一人称射击游戏中可以减小游

戏的网络通信量并提高位置预测精度.
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